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1 Enoncés des examens

1.1 Sujet du 15 juin 2024

Consignes. Les réponses aux questions doivent étre accompagnées d’'un commentaire écono-

mique succinct mais précis, soulignant la logique de la démarche et des résultats.

Exercice 1 (6 points)

1. On considere un consommateur dont les préférences portent sur deux biens notés 1 et 2. Le
prix du bien 1 est égal a 2, celui du bien 2 est égal a 3. Son panier de consommation comprend
des quantités strictement positives des deux biens. Pour ce panier initial, son utilité marginale
du bien 1 vaut 5, tandis que son utilité marginale du bien 2 vaut 10. Ce panier de biens est-il
optimal pour le consommateur ? Si non, doit-il augmenter ou diminuer sa consommation de

bien 17?7 sa consommation de bien 27

2. Une entreprise combine du travail et du capital pour obtenir un bien. Pour le niveau de
production qu’elle a choisi, la productivité marginale du travail est égale a 4, celle du capital
a 12. Si le salaire est égal a 2 et le prix du capital a 5, 'entreprise a-t-elle retenu la meilleure
combinaison de travail et de capital 7 Si non, que doit-elle faire ? Comment doit-elle modifier

les quantités de travail et de capital ?

3. On considere deux agents A et B dont les préférences sont définies sur deux biens de consom-
mation notés 1 et 2. Initialement, les paniers possédés par A et par B comprennent des
quantités positives de chaque bien. Pour ces paniers initiaux, les utilités marginales de A
sont 2 pour le bien 1 et 4 pour le bien 2. Les utilités marginales de B sont respectivement 1
pour le bien 1 et 1,5 pour le bien 2. Les agents peuvent-ils réaliser des échanges mutuellement
avantageux ? Si oui, quel est le bien que doit offrir A, quel est le bien qu’il doit demander ?

Quel est le bien que doit offrir B, et quel bien doit-il demander ?

Exercice 2 (7 points)

Une entreprise combine du travail et du capital, dont les quantités sont respectivement notées L
et K, pour produire un bien de consommation en utilisant une technique de production résumée
par la fonction

Q=K' JAT1/2.

Le prix du travail est noté w, celui du capital r.

1. Donner le programme de minimisation des coftits du producteur.

2. Rappeler les conditions marginales que doivent vérifier les choix optimaux du producteur

lorsqu’il minimise sa dépense.

3. Déterminer sa fonction de cofit total, son colit marginal et son colit moyen.



4. Quelle est la fonction d’offre du producteur et son profit a ’équilibre ?
5. Si le salaire augmente, la part des revenus du travail dans la recette de 'entreprise va-t-elle

évoluer 7 Justifier votre réponse.

Exercice 3 (7 points)

On considere une économie d’échanges comprenant deux biens 1 et 2, ainsi que deux agents A et

B, dont les préférences sont résumées par les fonctions d’utilité suivantes :
A2 A By, L. B
Ua = (c1)7cy, UB:IH(01)+§IH(02)7

oil ¢} et cb désignent les consommations en bien 1 et en bien 2 de I'agent i, avec i € {A, B}.

Les dotations initiales des deux agents sont données par le tableau suivant :

‘ bien 1 bien 2
agent A 0 50
agent B | 100 100

Les prix sont notés p; et p. Le bien 1 est pris comme numéraire, de sorte que p; = 1.
1. Donner les contraintes budgétaires des deux agents.

2. Déterminer les demandes de A et de B.

3. Poser les conditions d’équilibre sur les marchés et déterminer le prix d’équilibre.

4. On redistribue les ressources entre les deux agents, qui deviennent :

‘ bien 1 bien 2
agent A 0 150
agent B | 100 0

En refaisant si nécessaire les étapes précédentes, par le calcul ou par un raisonnement,

déterminer le nouveau prix d’équilibre ps.



1.2 Sujet du 13 septembre 2024

Consignes. Les réponses aux questions doivent étre accompagnées d’'un commentaire écono-

mique succinct mais précis, soulignant la logique de la démarche et des résultats.

Exercice 1 (10 points)

Une entreprise combine le travail, la terre et le capital, dont les quantités sont respectivement
notées L, T et K, pour produire un bien de consommation en utilisant une technique de production
résumée par la fonction

0= T2 /AT 1/A

Le prix du travail est noté w, celui de la terre ¢, celui du capital r.
1. Donner le programme de minimisation des cofits du producteur.

2. Rappeler les conditions marginales que doivent vérifier les choix optimaux du producteur

lorsqu’il minimise sa dépense.
3. Déterminer sa fonction de cotit total, son colit marginal et son colit moyen.

4. Quelle est la fonction d’offre du producteur et son profit a 1’équilibre ?

Exercice 2 (10 points)

On considere une économie d’échanges comprenant deux biens 1 et 2, ainsi que deux agents A et

B, dont les préférences sont :

Les dotations des deux agents sont :

| bien 1 bien 2
agent A 0 50
agent B | 100 100

Les prix sont notés p; et po. Le bien 1 est pris comme numéraire, de sorte que p; = 1.
1. Donner les contraintes budgétaires des deux agents.
2. Déterminer les demandes de A et de B.

3. Poser les conditions d’équilibre sur les marchés et déterminer le prix d’équilibre.



4. On redistribue les ressources entre les deux agents, qui deviennent :

‘ bien 1 bien 2
agent A 0 150
agent B | 100 0

En refaisant si nécessaire les étapes précédentes, par le calcul ou par un raisonnement,

déterminer le nouveau prix d’équilibre ps.



1.3 Sujet de septembre 2025

Consignes. Les réponses aux questions doivent étre accompagnées d’'un commentaire écono-

mique succinct mais précis, soulignant la logique de la démarche et des résultats.

Exercice I (4 points)

Remarque. Justifiez vos réponses en insistant sur la logique économique.

1. On considere deux biens de consommation, le bien 1 et le bien 2, dont les prix sont notés p; et
po. L’utilité marginale du bien 1 est égale a 1, celle du bien 2 & 4. Le prix du bien 1 est p; = 2

et celui du bien 2 est po = 10. L’agent doit-il modifier ses consommations ? Si oui, comment ?

2. Une entreprise utilise pour produire son bien deux facteurs : le travail et le capital, dont
les prix sont respectivement 1 et 10. Les productivités marginales des deux facteurs sont
respectivement 10 et 60. L’entreprise peut-elle encore diminuer son coiit total de production ?

Si oui, comment ?

Exercice II (8 points)

Une entreprise combine le travail L et le capital K, dont les quantités sont respectivement notées
L et K, pour produire un bien de consommation en utilisant une technique de production résumée

par la fonction

Q= K1/4L1/4.
Le prix du travail est noté w, celui du capital r.
1. Donner le programme de minimisation des coftits du producteur.

2. Rappeler les conditions marginales que doivent vérifier les choix optimaux du producteur

lorsqu’il minimise sa dépense.
3. Déterminer sa fonction de cofit total, son colit marginal et son cofit moyen.
4. Quelle est la fonction d’offre du producteur et son profit a 1’équilibre ? Quelle est la part du

profit dans le chiffre d’affaires?

Exercice III (8 points)

On considére une économie d’échanges comprenant trois biens 1, 2 et 3, ainsi que deux agents A

et B, dont les préférences sont :

1 1 1
U = (e)2es' e, Up = 5 In(cP) + 1 In(cP) + 1 In(cB).



Les dotations des deux agents sont :

| bien 1 bien 2 bien 3
agent A 0 100 200
agent B | 100 100 100

Le bien 1 est pris comme numéraire, de sorte que p; = 1.

1. Donner les contraintes budgétaires des deux agents.

2. Déterminer les demandes de A et de B.

3. Poser les conditions d’équilibre sur les marchés et déterminer les prix d’équilibre.

4. Un transfert de revenu d’un montant 7' est mis en place au profit de 'agent A, au détriment

de 'agent B. Quel sera son impact sur les prix 7 Expliquer succinctement pourquoi.

2 Corrigés des examens

2.1 Corrigé du sujet du 15 juin 2024
Exercice 1

Question 1. On considére un consommateur qui choisit ses quantités ¢; > 0 et co > 0, face
aux prix

p1 =2 et py = 3.

Pour le panier initial considéré, les utilités marginales sont
Umi =5 et Umsy = 10.
Rappel de cours. Lorsque le consommateur consomme des quantités strictement positives des

deux biens, on est dans un optimum intérieur. La condition marginale d’optimalité s’écrit alors

sous 'une des deux formes équivalentes :

U U
m = 2 <~ TMSLQ = 22,
4! D2 D2
ou U
my
TMS, o = .
1,2 Uiy

L’interprétation économique est la suivante :

mesure le gain d’utilité procuré par un euro supplémentaire dépensé en bien 1 ;
Y2



— a l'optimum, le dernier euro dépensé dans chacun des biens doit rapporter le méme
supplément d’utilité ;
— sinon, le consommateur peut réallouer sa dépense au profit du bien qui procure la plus

forte utilité marginale par euro dépensé.

Calcul. On calcule : U . U 10
™M _2_95 T2 _ 2~ 333,
D1 2 D2 3

Ces deux rapports ne sont pas égaux. Le panier initial n’est donc pas optimal.

De plus,
U’I’fLQ > Um1

b2 b1

Autrement dit, & dépense supplémentaire identique, le bien 2 procure plus d’utilité que le bien 1.

Le consommateur a donc intérét a réduire sa consommation du bien 1 et & augmenter sa

consommation du bien 2.

On peut également raisonner a partir du taux marginal de substitution :

Um1 5 1
TM = = — = _.
T T
Or
p_2
p2 3
Comme -
5 7& §7

la condition d’optimalité n’est pas satisfaite. Plus précisément,

TMSLQ < ]2

P2
Le consommateur est donc prét & céder relativement peu de bien 2 pour obtenir une unité
supplémentaire de bien 1, comparativement & ce qu’impose le marché. Le bien 1 est donc,
relativement au bien 2, insuffisamment désirable dans le panier actuel. II convient donc de

substituer du bien 2 au bien 1.

Conclusion. Le panier initial n’est pas optimal. Le consommateur doit :

diminuer sa consommation du bien 1 et augmenter sa consommation du bien 2.

Question 2. Une entreprise utilise du travail et du capital. Pour la combinaison productive

actuellement retenue, on sait que

Pmyp =4, Pmyg =12, w =2, r=9.



Rappel de cours. Lorsque 'entreprise cherche a minimiser le cott d’un niveau de production
donné, et lorsque les deux facteurs sont utilisés en quantités strictement positives, la condition

marginale d’optimalité s’écrit :
Pmp  Pmg

w r
Cette égalité signifie qu’a 'optimum, un euro dépensé en travail doit procurer le méme supplément

de production qu’un euro dépensé en capital.

Cette condition peut aussi s’écrire

TMSTy x = —,
.
ou P
TMST; o = —"L
’ Pmyg

L’interprétation est celle de la tangence entre 'isoquante et 1’isocoiit.

Calcul. On compare les productivités marginales par euro dépensé :

PmL 4 PmK 2222’4.
w 2 r 5

On obtient
Pmyg - Pmy,

T w

Donc un euro supplémentaire consacré au capital augmente davantage la production qu’un euro
supplémentaire consacré au travail. La combinaison actuelle n’est donc pas la combinaison

minimisant le cotit.
Interprétation économique. A production donnée, ’entreprise peut réduire son coiit en :

— augmentant la quantité de capital,

— diminuant la quantité de travail.

En effet, tant que le capital apporte plus de production par euro dépensé que le travail, il est

rentable de substituer du capital au travail.

On peut vérifier le méme résultat via le taux marginal de substitution technique :

Pmjg, 4 1 w2
TMSTy, ;= 2 w_ 2
LE = Pmx 12 3 r 5
Comme
1 2
3 5’

la condition de tangence n’est pas satisfaite. On retrouve donc la méme conclusion.

Conclusion. L’entreprise n’a pas choisi la meilleure combinaison productive. Elle doit :

augmenter le capital et diminuer le travail.




Question 3. Deux agents A et B échangent deux biens 1 et 2. Pour leurs paniers initiaux, les

utilités marginales sont :

Les deux agents posseédent initialement des quantités strictement positives des deux biens.

Rappel de cours. Dans une économie d’échanges, tant que les deux agents disposent de quantités
positives des deux biens, des échanges mutuellement avantageux sont possibles des lors que leurs

taux marginaux de substitution différent :
TMS;y #TMSP,.

En effet, si les évaluations marginales relatives des deux biens sont différentes, il existe un rapport

d’échange compris entre les deux TMS qui améliore la situation des deux agents.

Calcul des TMS. Pour l'agent A,

Umit 2 1
TMSfQZUTé:Z:Q
Pour 'agent B, .
Um 1 2
TMSP, = o ;B 53
Comme -
S5

les évaluations marginales relatives different. Il existe donc des échanges mutuellement

avantageux.

Sens de I’échange. Le TMS mesure ici la quantité de bien 2 que I'agent est prét a céder pour

obtenir une unité supplémentaire de bien 1.

— L’agent A est prét a céder jusqu’a % unité de bien 2 pour obtenir une unité de bien 1.

— L’agent B est prét a céder jusqu’a % unité de bien 2 pour obtenir une unité de bien 1.

Ainsi, agent B valorise relativement davantage le bien 1 que 'agent A. Symétriquement, ’agent

A valorise relativement davantage le bien 2 que I'agent B.

Par conséquent :

— lagent A a intérét a offrir du bien 1 et & demander du bien 2;

— lagent B a intérét a offrir du bien 2 et & demander du bien 1.

10



Conclusion. Des échanges mutuellement avantageux sont possibles, et leur sens est :

A offre du bien 1 et demande du bien 2,
B offre du bien 2 et demande du bien 1.

Exercice 2

On considere une entreprise qui produit selon la technologie
Q _ K1/4L1/2,

ou K désigne le capital et L le travail. Le prix du travail est w, celui du capital est r.

Question 1. Programme de minimisation des cotits. Pour produire un niveau donné

Q@ > 0, I'entreprise cherche a minimiser sa dépense totale sous la contrainte de produire au moins

Q.

Le programme de minimisation des cofits s’écrit donc :

min @ wL+rK
L>0, K>0

sous la contrainte

K1/4L1/2 > Q

Rappel de cours. Comme la fonction de production est croissante en chacun des facteurs, il
n’est jamais optimal de produire strictement plus que le niveau requis dans un programme de

minimisation des cofits. La contrainte technologique est donc saturée a ’optimum :
K1/4L1/2 — Q
Ainsi, on peut réécrire le programme sous la forme

min  wlL 4+ rK sous KYALV? = Q.
L>0, K>0

Question 2. Conditions marginales d’optimalité. On forme le lagrangien :

L(L,K,\) = wL +rK + A (Q - K1/4L1/2) .

11



Les conditions du premier ordre sont :

oL _ Loy, -1y
oL =w )\2K L =0,
oL Lo 3/4p12
K r )\4K L= =0,
oL -
9L _ 5 gVApi2 _ g
oA @ 0

On en déduit
w= kg2 o\
2 ’ 4 ’

Rappel de cours. A I'optimum intérieur, il faut que la productivité marginale par euro dépensé

soit la méme pour tous les facteurs :

Pm; Pmg

w T

Ici,
_0Q 1 51
oL ~ 2 Pmg =g =38 L

La condition de tangence s’écrit donc :

%K1/4L_1/2 iK_?’/ZLLl/Q

w T

De manieére équivalente,
Pm L w

Pmyg T

Simplification de la condition de tangence. En divisant la premiere équation par la seconde,

on obtient : a1/
w_ K MLy 9 1/A+3/AT-1/2-1/2 _ o K
r %K*3/4L1/2 ’
Donc K
w
— =2—.
r L
On peut réécrire cette relation sous les formes :
2
K= EL ou L= il .
2r w

Cette relation donne la proportion optimale entre travail et capital.

Question 3. Fonction de coiit total, coiit marginal et cofit moyen. Etape 1 : déter-

mination des demandes conditionnelles de facteurs.

12



A partir de

)

L=—K
w
on remplace dans la contrainte de production :
1/2
Q=KL = K\ (27"1() .
w
D’ou

5= KU <2r>1/2 K2 (%)1/2 o

w w
Ainsi,
1/2
K34 = Q <w> .
@ 2r

On éleve alors les deux membres a la puissance 4/3 :
. 1/274/3
K= [Q (“’) 1 .
2r

K*(Q,w,r) = Q"3 <w>2/3.

Donc

Puis

On simplifie :

On a donc les demandes conditionnelles de facteurs :

k@un=av (D)7 r@un = (2)7]

Etape 2 : fonction de cofit total.
Par définition,

C(Q,w,r) = wL*(Q,w,r) + rK*(Q,w,r).
Calculons chaque terme séparément.

D’abord,
_ ar\1/3  _ _
WL = w3 () = QM3 1B ()18 — Q33 23,1/
w

Ensuite,

2/3
K = r QM3 (;‘;) /  QY312/3,,2/39-2/3 _ (/39=2/3,,2/3,1/3,

13



En additionnant,

C(Q,w,r) _ Q4/3w2/3rl/3 (21/3 + 272/3) .

Or
21/3 + 2—2/3 — 2—2/3(2 + 1) — 3 . 2—2/3.

Donc

_ 3 -
C(Q7 w, T) = W w2/3,r.1/3Q4/3.

Etape 3 : cotit marginal.
Le colit marginal est la dérivée du coiit total par rapport a la production :

e
Cm(Q) = @

On dérive : 5 A
A 2 2/3.1/3 *A1/3
Cm(Q) = T 3@ .

Par simplification,

C’m(@) _ 24/3w2/37,1/3(21/3'

Etape 4 : coiit moyen.

Le colit moyen est

cr@ -
Donc 5
CM(Q) = %w2/3741/3(21/3'
Ainsi,
CM(Q) = %w2/3r1/3(21/3.

On remarque que

Cm(@) = 5CM(Q).

Le colit marginal est donc supérieur au colit moyen, ce qui reflete ici les rendements décroissants

a échelle, puisque 5
=-<1
4

N | =

—+

I

Question 4. Fonction d’offre et profit a I’équilibre. Sous concurrence pure et parfaite,
I’entreprise prend le prix du bien p comme donné et choisit sa production ) de maniere a

maximiser son profit :

max 7(Q) = pQ — C(Q,w, ).

Q>0

14



Ici,

3
m(Q) = pQ — sz/Brl/gQMS-

Condition du premier ordre. Pour un optimum intérieur,

dm

Donc
p= 24/3102/37’1/3@1/3.

On éleve au cube :
p® = 2% Q = 16w?r Q.

Ainsi,

p3

16w2r’

Q*(p,w,r) =

Cette fonction d’offre est croissante en p, décroissante en w et en r, ce qui est conforme a

I'intuition économique.

Profit a I’équilibre. On remplace Q)° dans la fonction de profit :
ﬂ-*(pv w, T) = st - C(Qs7 w, T)'

Calculons d’abord la recette :
P’ p?

16w?r  16w?r’

pPQ*=p-

Calculons ensuite le cofit total au niveau optimal. Comme

on a

4/3 4 4
(Qs)4/3 _ p _ p _ p
16w2r 164/38/374/3 216/3,8/3p4/3°

Par conséquent,

3 ! 3p 3p!
S — 2/3,.1/3 . p = P - P
C@%wr) = ™ S ,As — oty Gdut
On obtient donc 4 4 4 4
™ (p,w,r) = 2 — Sp” _dp —3p
T 16w?r  64w?r 64w?3r
Ainsi,
4
W*(pvwﬂn) = : :
64w?3r

15



On peut aussi présenter ce résultat sous une forme plus simple. A 'optimum, puisque

_ _40(@Q)
on obtient A
pQ =30(@Q) — ™=pQ - C(Q) = -pQ
Ainsi,
* 1 *
T = ZPQ

Interprétation. Le profit est ici positif. Cela vient du fait que la technologie présente des
rendements décroissants a 1’échelle, si bien que le cofit marginal est croissant et que le prix

d’équilibre concurrentiel excede le colit moyen.

Question 5. Effet d’une hausse du salaire sur la part des revenus du travail dans la

recette. On cherche a savoir comment évolue

wl
pQ-

Méthode la plus directe : partir des conditions de premier ordre du programme de

profit.

Le programme de maximisation du profit en facteurs s’écrit :

max pKl/4L1/2 —wL —rK.
L>0, K>0

Les conditions de premier ordre sont :

929 _ . Q@ _
Por = P ="
Or 200 1
oL _ Lo1/ar-1/2
r = KL,
Donc

1
w=p KL,

En multipliant par L, on obtient :

wL =7p- 1K1/4L_1/2-L:p- 1K1/4L1/2 _ Iﬂ
2 2 9
Ainsi,
wL 1
pQ 2

16



Cette part est donc constante : elle ne dépend ni de w, ni de r, ni de p.

Conclusion. Si le salaire augmente, la part des revenus du travail dans la recette ne change

1
5"

Interprétation économique. Avec une technologie de type Cobb—Douglas, les parts factorielles

pas. Elle demeure égale a

dans la recette sont constantes. Une hausse du salaire modifie les quantités optimales de facteurs,
mais ces ajustements sont précisément tels que la part du travail dans le chiffre d’affaires reste

inchangée.

Exercice 3

On consideére une économie d’échanges & deux biens, 1 et 2, et deux agents A et B. Les préférences
sont données par .
U = (c)2ey, Up = In(cP) + 5 In(c).

Les dotations initiales sont
w? =1(0,50), WP =(100,100).

Le bien 1 est le numéraire :

p1 =1, p2 > 0.

Question 1. Contraintes budgétaires. Rappel de cours. Dans une économie d’échanges,

la contrainte budgétaire de ’agent ¢ s’écrit :
p-c<p-uw
Autrement dit :

valeur des emplois < wvaleur des ressources.

Ici, les emplois sont les dépenses de consommation, et les ressources sont la valeur au prix de

marché des dotations initiales.

Lorsque les préférences sont localement non saturées, ce qui est le cas ici, 'inégalité budgétaire

est saturée a l'optimum :

Agent A. La valeur de sa dotation est
_ A A _ o
ma = piwy +pawy =1-04pa-50 = 50pa.

17



Sa contrainte budgétaire est donc
ci' + pacs < 50ps.

N

A l'optimum :

it + pacy = 50po.

Agent B. La valeur de sa dotation est
mp = prw? + paw? =100 + 100p,.
Sa contrainte budgétaire est donc
B 4 paeB < 100 + 100p;.

~

A Doptimum :

P + pacl =100 + 100p,.

Question 2. Demandes de A et de B. Rappel de cours. Dans un probleme de demande

walrassienne :

— les demandes sont homogenes de degré 0 en prix et revenu;

— autrement dit, si 'on multiplie tous les prix et le revenu par un méme scalaire strictement

positif, les demandes ne changent pas;

— c’est 'expression formelle de 'absence d’illusion monétaire : seuls les prix relatifs et le

pouvoir d’achat réel importent.

Le choix du bien 1 comme numéraire, c¢’est-a-dire p; = 1, ne modifie donc pas les allocations
réelles ; il fixe seulement I'unité monétaire.
Demande de ’agent A.

L’agent A résout

max (cfh)%cs

cf‘,c?z[)
sous la contrainte

cf + p20§4 = 50pa2.

Comme les préférences sont strictement croissantes, la contrainte budgétaire est saturée.

Formons le lagrangien :

Ly = (Cf‘)20‘24 + A4 (50])2 — c‘f‘ — p2c§4> .

18



Les conditions du premier ordre sont :

oL
80;14 = 20‘140‘24 —Aa =0,
1
0L A
DA (ci')? = Aap2 =0,
2

50p2 — c’14 — pgc’24 =0.

Des deux premiéres équations, on tire :

A :2@11402A’ g =

En les égalisant :
A2
Aa_ ()

201 C2 —
P2
Comme on est & optimum intérieur, ¢ > 0, donc on peut diviser par cf‘ :
A
c
20§4 =1,
P2
On obtient
A A
€1 = 2pacy .

On remplace dans la contrainte budgétaire :
2pach + pach' = 50pa.

Donc

3pacs = 50ps.

Comme py > 0, on divise par ps :

3¢4 = 50.
Ainsi, 0
6124 = ?
Fuis 50 100
014 = 2p2§ = 3 P2

Les demandes walrassiennes de A sont donc :

) 100 50

(&1 (p2) = ?p% 6124(292) = ?

Demande de ’agent B.
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L’agent B résout

1
max In(c?) + = In(cB
e e + g )

sous la contrainte

P + pacl =100 + 100p,.
Le lagrangien est

1
L =In(cP) + B In(c?) + Ap (100 +100py — P —ngQB) .

Les conditions du premier ordre sont :

oLp 1
= — — )\ = 0’
ok P &
oLp 1
—— = —= — App2 =0,
ock 2c8 P2

100 4 100py — ¢ — pocl = 0.

Des deux premiéres conditions, on tire :

1 1
AB = —&, Ap = ——=.
cf” 2p20£3
En les égalisant :
1
cf  2pac
Donc
CF = 2p202B.

On remplace dans la contrainte budgétaire :

2pacB + pocl = 100 + 100p-.

Ainsi,
3pact =100 4 100po,
d’ou
5 100 + 100p2
Cy = ——.
3p2
Puis 2(100 + 100p-2)
+ /%
0113 = 2172053 = % .
Les demandes walrassiennes de B sont donc :
2(100 + 100p2 100 + 100p2
C?(pz) = (3)7 01213(192) = T
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Question 3. Conditions d’équilibre général et prix d’équilibre. Rappel de cours. Un

équilibre général walrassien est un vecteur de prix et une allocation tels que :
1. chaque agent maximise son utilité sous sa contrainte budgétaire;
2. tous les marchés sont équilibrés.
L’équilibre sur les marchés s’écrit ici :
cf‘—l—c’f :wf‘—l—wlB = 100,

c’24+CQB:w§4—|—wgB:15O.

Loi de Walras. Si chaque agent respecte sa contrainte budgétaire avec égalité, alors la demande

excédentaire agrégée z(p) vérifie

p1z1(p) + p222(p) = 0.
Comme p; = 1, cela devient
z1(p) + p2z2(p) = 0.
Par conséquent, si un marché est a I’équilibre, I’autre 'est automatiquement. Il suffit donc de
résoudre une seule condition d’équilibre.
Calcul du prix d’équilibre a partir du marché du bien 1.

On impose
c*f1 + 0{3 = 100.

En remplagant par les demandes :

100 2(100 + 100p,)
e+ S

= 100.
3

On multiplie par 3 :
100p2 + 2(100 + 100p2) = 300.

On développe :
100p2 + 200 + 200p2 = 300.

Donc
300p2 + 200 = 300,
puis
300p2 = 100.
Ainsi,
« 1
p2 - 3'
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Vérification sur le marché du bien 2.

On a
A 50 5 100+ 100ps
cy = —, g = ———.
3 3p2
En py = %7
5 100+100/3 400
s
Donc
A 50 400 450
Cy +02 :§+?:T:150

Le marché du bien 2 est bien équilibré.

Conclusion. Le prix relatif d’équilibre est

Comme p; = 1, le vecteur de prix d’équilibre est

i) = (1.3)

Remarque conceptuelle. Cet équilibre est bien déterminé uniquement en termes réels. Le
choix de p; = 1 ne fait que normaliser 1’échelle nominale des prix. Cela reflete I’homogénéité de

degré 0 des demandes et I’absence d’illusion monétaire.

Question 4. Nouvelle redistribution des dotations et nouveau prix d’équilibre. Les
nouvelles dotations sont :
W =(0,150), W' =(100,0).

Etape 1 : nouvelles contraintes budgétaires.

Pour A,
m'y = 0+ 150ps = 150po,
donc
il 4 pocht = 150ps.
Pour B,
m'g = 100 + 0 = 100,
donc

c{3 —|—p202B = 100.

Etape 2 : nouvelles demandes.
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Comme les préférences sont inchangées, les regles de demande gardent la méme structure.
Pour A, la relation d’optimalité est toujours

c‘f = 2pgc‘24.
En la remplacant dans le budget :

2pgc§‘ +pgc§4 = 150p2,

soit
3pach =
pacy = 150pa.

Donc
s = 50, et = 100p,.

Pour B, la relation d’optimalité est toujours
P = 2pocl.
En la remplacant dans le budget :

2pacy + pacy = 100,

donc
3pac = 100.
Ainsi,
s 100 200
2 3p2 ) 1 3
Les nouvelles demandes sont donc :
et = 100p,, 5 = 50,
200 100
= —, c23 = —,
3 3p2

Etape 3 : équilibre de marché.

Les ressources agrégées n’ont pas changé :
W+ W' = (100,150).
On impose ’équilibre sur le marché du bien 1 :

c‘f‘ + 0{3 = 100.
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Donc 500
Ainsi,
200 100

100py =100 — — = —.
D2 3 3

On obtient

Conclusion. Apres redistribution des ressources, le nouveau prix d’équilibre est inchangé :

Interprétation économique. Ce résultat peut s’expliquer sans recalcul complet. Les deux

agents consacrent toujours la méme part de leur revenu a chaque bien :

2 1
part du revenu consacrée au bien 1 = 3’ part du revenu consacrée au bien 2 = 3"

Des lors, la demande agrégée ne dépend que du revenu total de I’économie, c’est-a-dire de la
valeur de la dotation agrégée, et non de sa répartition entre agents. Or la dotation agrégée
demeure

(100, 150).

Le prix d’équilibre ne change donc pas.
Remarque finale. On retrouve ici une propriété importante de certaines économies d’échanges :
lorsque les préférences induisent les mémes parts budgétaires, une redistribution des dotations

individuelles peut laisser inchangés les prix d’équilibre, dés lors que les ressources agrégées sont

inchangées.

Réponse finale pour ’exercice 3.

Contraintes budgétaires initiales : cf + pgcé4 = 50p2, cjlB + pgcg = 100 + 100p2,
100 50
Demandes initiales : c‘f‘ = ?pQ, c‘24 =3
B _ 2(100 + 100p2) B _ 100 4 100p2
1 3 ) 2 3p2 ’
1
Prix d’équilibre initial : Py = 3
200 100
Apres redistribution : c‘f‘ = 100pa, 6’24 = 50, c{g = —, CQB = —
3 3p2
1
Nouveau prix d’équilibre : Py = 3
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2.2 Corrigé du sujet du 13 septembre 2024
Exercice 1
On considere une entreprise qui produit un bien selon la technologie
Q =TV2KVALYA,
ou L désigne le travail, T la terre et K le capital. Les prix des facteurs sont respectivement

w pour le travail, q pour la terre, r pour le capital.

Question 1. Programme de minimisation des cotits. Pour produire une quantité donnée

Q > 0, Ventreprise choisit L, T et K de facon & minimiser son cofit total.

Le programme de minimisation des cotits s’écrit donc :

min wL 4+ qT +rK
L>0,T>0, K>0

sous la contrainte technologique
T1/2K1/4L1/4 Z Q

Rappel de cours. Dans un programme de minimisation des cofits, si la fonction de production
est croissante en chacun des facteurs, il n’est jamais optimal de produire strictement plus que
le niveau requis. En effet, une production excédentaire impliquerait une dépense inutile. La

contrainte technologique est donc saturée a ’optimum :
T1/2K1/4L1/4 — Q
On peut ainsi réécrire le programme sous la forme

min wL +qT' +rK sous TY2RYALMVA = Q.
L>0,T>0, K>0

Question 2. Conditions marginales d’optimalité. Etape 1 : écriture du lagrangien.

On introduit le multiplicateur de Lagrange A et I'on écrit :

L(L,T,K,\) = wL +qT + 7K + A (Q - T1/2K1/4L1/4) .

Etape 2 : calcul des dérivées partielles.
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Les conditions du premier ordre sont :

g§ o A%T1/2K1/4L73/4 ~0,

gé - A%T’1/2K1/4L1/4 —0,

%/“; =r— AiTl/QK_g/‘lLl/4 =0,
?)i =Q - TYV2KYALVA = .

On en déduit :
w = A1T1/2K1/4L_3/4
4 )

= \L 121/ 1/
2 )

. )\}T1/2K—3/4L1/4_
4

Rappel de cours. Les productivités marginales des facteurs sont ici :

0Q 1., B
P, = 2% _ 11/ pe1/ay -3/
ML=3L T4 ’

0Q 1.,
P — 29 _ L1214 1/4
=BT T 2 ’

aQ _ 1T1/2K73/4L1/4.

Pmg = 2%
MK=3K T 1

A Doptimum intérieur, 'entreprise égalise les productivités marginales par euro dépensé :

Pmp  Pmp  Pmg

w q T

Cette condition exprime le fait suivant : le dernier euro dépensé en travail, en terre ou en capital
doit procurer le méme supplément de production. Sinon, ’entreprise pourrait réduire son coiit en

substituant un facteur a un autre.

Cette méme condition peut se lire comme une condition de tangence entre 'isoquante et 1'isocofit.

Par exemple, entre travail et capital :

Pmj, _w
Pmyg 7
De fagon analogue :
Pmp w Pmg r
Pmr ¢’ Pmp ¢

Etape 3 : simplification des conditions de tangence.

26



Entre travail et capital :

w_ Py YRS g K
r Pmg  TV2K-3/4L14 L

Donc

Entre travail et terre :

w  Pmy  TV2KYVAL73/4

_ _ L oaraap-s/a1/a _
q Pmp JT-VRKVALIA 2

N
SIis

Ainsi,

T=2%".
q

On a donc obtenu les proportions optimales entre facteurs :

k="1, 1=2YL
r q

Question 3. Fonction de coiit total, cotit marginal et cotit moyen. Etape 1 : demandes

conditionnelles de facteurs.

On remplace les relations précédentes dans la contrainte de production :

Q —_ T1/2K1/4L1/4.

Comme
T=2—1L et K=—-L,
q r
on obtient 12 14
0= (2“’L> <wL> LY,
q r

On sépare les termes en prix et les termes en quantités :

- (52) " (2" s
q T

Or

Donc
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On en déduit

Ce qui s’écrit encore

Puis, a l'aide des relations de proportion :

donc

De méme,

d’ou

T*(Qawaqa ’f’) = 2%L*(Q,w,q,r) = \/5

q T
1/2 1/4
* (M) _qgr 2
L (Q,UJ,q, T) - \/§w3/4 Q
1/2 1/4
* () _g * () :q w A
K (Q7w7Q7T)_ 7’L (Q?w7Q7T) \/§T3/4 Q7
1/2 1/4
* () o q w ~
K (QawaQaT)_ \/§T3/4 Q
w1/47,1/4 B

q'/?

wl/Ap/e

T*(Q7w7q,r) = \/iw

Etape 2 : calcul du coiit total.

Par définition,

C(Q,w,q,r) =wL* + qT* + rK*.

Calculons séparément chacun des trois termes.

D’abord,

Ensuite,

Enfin,

On additionne :

q1/2r1/4 _ w1/4q1/2r1/4 -
wLl* =w- Q=
V2 wd/4 V2
1/21/4 _ 1/4,1/2,.1/4
rK* =r. i v Q = w q "
\/§r3/4 ﬂ
wl/Ae1/4 B
9 1 1 1/4 1/2,1/4 A
C(Q)qu’r): E+ﬁ+\/§ w q r Q
1 1
-+ — = \/i,
V2 V2
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donc

V2+v2=2V2.

On obtient ainsi :

C(Q,w,q,7) = 2v2w!*¢*r1/1Q.

Rappel de cours. La fonction de coiit est ici linéaire en Q. Cela reflete le fait que la technologie

présente des rendements constants a [’échelle, puisque la somme des exposants vaut

—_

1+ +1—1
2 4

S

Sous rendements constants a 1’échelle, le cotit total est proportionnel a la quantité produite.

Etape 3 : coiit marginal.
Le coiit marginal est la dérivée du coiit total par rapport & Q :

= oC
Cm(Q) = @

Comme le cofit total est linéaire en @, on obtient :

Cm(Q) = /2 wl/Ag /214,

Etape 4 : cotit moyen.
Le cotit moyen est

CM(Q) — C(Qvgv q, 7") )

Donc

CM(Q) =2V2 w1/4q1/27“1/4.

On constate donc que

Cm(Q) = CM(Q).

Cela est caractéristique d’'une technologie a rendements constants a 1’échelle, en I'absence de cofit

fixe.

Remarque complémentaire sur les parts de cotit. Comme
C=wL+qT +rK =4wL

puisque 7K = wL et ¢I" = 2wL, on obtient immédiatement :

1 1 1
w 4C, rK 40, q 2C’

Les parts des facteurs dans le coiit total reproduisent donc exactement les exposants de la fonction
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de production Cobb-Douglas.

Question 4. Fonction d’offre du producteur et profit a 1’équilibre. IL’entreprise est en
concurrence pure et parfaite sur le marché du bien. Elle prend donc le prix p du bien comme

donné et choisit sa quantité de production () afin de maximiser son profit :

Iélg%{ W(Q) = pQ - C(Q7 w,dq, T)'

Comme

C(Q,w,q,1) = 2V/2w' ¢ /2 1/4Q,
on a

Q) = [p- 2B o

Analyse selon la position du prix par rapport au coiit unitaire.

Premier cas :
p< 2\@11}1/4(]1/27“1/4.

Alors le coefficient de ) dans la fonction de profit est négatif. Le profit décroit avec Q. Il est

donc optimal de produire

et le profit maximal vaut

= 0.
Deuxiéeme cas :
p= 2\/§w1/4q1/2r1/4.

Alors
m(Q)=0 pour tout ¢ > 0.

Toute quantité est optimale. Il n’existe pas de quantité d’offre unique pour ’entreprise ; ’offre

individuelle est alors une correspondance :

Q" €0, +o0[.|

Le profit vaut dans tous les cas

™ =0.
Troisieme cas :
p> 2\/§w1/4q1/27"1/4.

Alors le coefficient de @ dans le profit est strictement positif. Le profit augmente sans borne avec
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Q. Il n’existe donc pas de maximum fini :

pas de solution optimale finie.

Fonction d’offre individuelle. On peut donc écrire la correspondance d’offre de la maniere

suivante :

0 sip < 2\/§w1/4q1/2r1/4,

Q*(p;w,q,7) = { tout Q >0 sip = 2v2wl/ gt/ 214,

pas d’optimum fini si p > 2v/2 wl/4¢Y/2r1/4,

Rappel de cours important. Avec une technologie a rendements constants a ’échelle et sans
colt fixe, le colit moyen est constant et égal au cotlit marginal. Dans un cadre concurrentiel, cela

implique qu’a 1’équilibre on doit avoir
p=CM = Cm.
En effet :

— si p < CM, aucune production n’est rentable ;

— sip > CM, le profit unitaire est positif et la production optimale devient arbitrairement

grande ;

— seule I'égalité p = C'M = C'm est compatible avec un équilibre concurrentiel.

Ainsi, a I’équilibre concurrentiel,

p* — 2\/§w1/4q1/27,1/4

et le profit du producteur est

= 0.

Justification supplémentaire par le théoréme d’Euler. La fonction de production est

homogene de degré 1. Par le théoreme d’Euler,
Q=PmyL+PmpT+ Pmg K.
En multipliant par le prix du bien p, on obtient
pQ =pPmp L+ pPmpT + pPmg K.
Or en concurrence parfaite, & 'optimum,

pPmjy = w, pPmr = q, pPmg =r.
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Donc
pQ =wL+¢T +rK = C(Q).

Par conséquent,

™=pQ - C(Q) =0.

On retrouve bien 'annulation du profit a I’équilibre.

Exercice 2

On considere une économie d’échanges comprenant deux biens 1 et 2, ainsi que deux agents A et

B. Les préférences sont données par
AfAN2 LBy, 1. B
Uy =cy(cy)”, UBZZln(cl)-i-iln(c ).
Les dotations initiales sont :
w? =(0,50),  w®=(100,100).
Le bien 1 est choisi comme numéraire, de sorte que

p1 =1, p2 > 0.

Question 1. Contraintes budgétaires des deux agents. Rappel de cours. Dans une
économie d’échanges, chaque agent dispose initialement d’une dotation w’. A prix donnés, cette
dotation peut étre vendue sur le marché. La valeur de cette dotation constitue le revenu de

I’agent. La contrainte budgétaire s’écrit donc :

pc <p-uw

L’interprétation fondamentale est :

valeur des emplois < valeur des ressources.

Ici :

— la valeur des emplois est la dépense de consommation ;

— la waleur des ressources est la valeur marchande de la dotation initiale.

Lorsque les préférences sont localement non saturées, ce qui est le cas ici, I’agent dépense tout

son revenu a l'optimum, et 'inégalité budgétaire est satisfaite avec égalité.

Agent A. La valeur de sa dotation est
_ A A _ o
ma = piwy + pawy =1-04+pa-50 = 50pa.
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Sa contrainte budgétaire est donc
ci' + pacs < 50ps.

N

A l'optimum :

it + pacy = 50po.

Agent B. La valeur de sa dotation est
mp = prw? + paw? =100 + 100p,.
Sa contrainte budgétaire est donc
B 4 paeB < 100 + 100p;.

~

A Doptimum :

P + pacl =100 + 100p,.

Rappel sur la neutralité monétaire. Les demandes walrassiennes sont homogenes de degré 0
en prix et revenu : si tous les prix et le revenu sont multipliés par un méme facteur strictement
positif, les consommations demandées ne changent pas. Cela traduit ’absence d’illusion monétaire.
Seuls comptent les prix relatifs et le revenu réel. Le choix du bien 1 comme numéraire ne modifie

donc pas les allocations réelles; il fixe simplement I'unité dans laquelle les prix sont exprimés.

Question 2. Détermination des demandes de A et de B. Demande de I’agent A.

L’agent A résout
max  cf(c5)?

A LA
c5 >0

c1

sous la contrainte
A A
cr +p2cy = 50p2.
Comme les préférences sont strictement croissantes, la contrainte budgétaire est saturée.

On écrit le lagrangien :
La=ces)?+ a4 (50p2 —cf - pgc‘;) .

Les conditions du premier ordre sont :

OLs

= (C2A)2 —Aa =0,
dci!

0La
ocy

= 26‘14(32A - /\Ap2 = 0,
50p2 — 0’14 — pgc’g4 =0.
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Des deux premieres équations, on déduit

20 e
/\,4:(0124)2 et )\Azg.
D2

En identifiant ces deux expressions :

A_A
( cA)2 _ 2016
2 -_ .
p2
Comme 0‘24 > 0 a optimum intérieur, on peut diviser par 0’24 :
a_ 2
g = —.
P2
On obtient donc
A__DP2 a
T = ?Cz .

On remplace cette relation dans la contrainte budgétaire :

%CQA + pacy = 50ps.
Donc
ﬂc‘; = 50po
2
Comme po > 0, on divise par ps : 5
§C2 = 50.
Ainsi, 100
A e
cy = 3
Puis
A 10050
72 3 3

Les demandes walrassiennes de A sont donc :

50

- P2, Cgl(pQ) = 5

ciH(p2) = 3

Interprétation. L’agent A consacre un tiers de son revenu au bien 1 et deux tiers au bien 2. En
effet :

1 1 50
ot = 3ma = §(50p2> = 5 P2
o 2ma_ 250 _ 100

3 p2 3 po 3

Demande de ’agent B.
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L’agent B résout

1. g 1. 5
g g nlel) + g ()

sous la contrainte

P + pacl =100 + 100p,.

On écrit le lagrangien :

1 1
Lp= Zln(c{g) + 5111(023) + B (100 + 100py — P —ngQB) .

Les conditions du premier ordre sont :

oLp 1
—= =—F5—Ap=0,
ock  4cP B
oLp 1
—— = —= — App2 =0,
ock 2c8 P2

100 4 100py — ¢ — pocl = 0.

Des deux premiéres équations, on tire

1 1
Ap=—5 et Ap=—=.
2p262B

En les identifiant : . .

B~ B
deg 2pacs
Par produit en croix,

2p202B = 40119,

soit

2
of =P

On remplace dans la contrainte budgétaire :

%a? + pacB =100 + 100ps.
Donc 5
%CQB = 100 + 100ps.
Dot
5 _ 20100+ 100ps)
3p2
Puis

5 P2 g 100+ 100p;
Gl = 562 = f
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Les demandes walrassiennes de B sont donc :

100 + 100p; 5, 2(100 + 100ps)

flon) = =5 fm) = T

Interprétation. L’agent B consacre lui aussi un tiers de son revenu au bien 1 et deux tiers au

bien 2. En effet, pour une utilité logarithmique pondérée de la forme
alne; + flncy,

les parts budgétaires sont

o B
et .
a+ a+p
Ici, ) . 5
OK:Za 6257 Oé+621,
donc
a 1/4__ 1 15} B 1/2__

2
a+p  3/4 % a+pB  3/4 3

Remarque importante. Les deux agents ont donc les mémes parts budgétaires. Cette propriété

simplifiera fortement ’analyse de ’équilibre général.

Question 3. Conditions d’équilibre sur les marchés et détermination du prix d’équi-
libre. Rappel de cours. Un équilibre général walrassien est constitué d’un vecteur de prix et

d’une allocation tels que :
1. chaque agent maximise son utilité sous sa contrainte budgétaire;
2. les marchés s’équilibrent.

Les ressources agrégées initiales sont
wit +wP =04+100=100,  wi +wf =50+ 100 = 150.
Les conditions d’équilibre sur les marchés sont donc :

A e =100, o + & =150

Rappel sur la loi de Walras. Si chaque agent respecte sa contrainte budgétaire, alors la

somme des demandes excédentaires valorisées aux prix de marché est nulle :

p121(p) + p2z2(p) = 0.
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Comme p; = 1, cela devient

z1(p) + p222(p) = 0.
Par conséquent, si I'un des deux marchés est a I’équilibre, I'autre 1’est automatiquement. Il suffit
donc de résoudre une seule équation d’équilibre.
Calcul a partir du marché du bien 1.

On impose
e + P = 100.
En remplacant par les demandes obtenues ci-dessus :

50 100 + 100p2

= 100.
3

On multiplie les deux membres par 3 :
50p2 + 100 + 100p2 = 300.

On regroupe les termes en po :
150p2 + 100 = 300.

Donc
150py = 200.

Enfin,
20 _1
P2= 150 " 3

Vérification sur le marché du bien 2.

On a
A 100 5 2(100 4 100ps)
cy = —, Cy = — 7.
3 3p2
En P2 = %7
2 (100 + %) 2-70 700 350
Cy — = = — = —
2 3-1 4 6 3
Ainsi,

100 350 450
R A S B

Le marché du bien 2 est donc bien équilibré.

Conclusion. Le prix relatif d’équilibre est
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Comme p; = 1, le vecteur de prix d’équilibre est
4
i) = (1.3)-

Interprétation économique. Le bien 2 est relativement abondant dans I’économie, puisque la

dotation agrégée vaut (100, 150). Pour que les demandes agrégées coincident avec cette structure
des ressources, il faut que le bien 2 soit relativement moins cher que le bien 1, ce qui correspond

ici & un prix relatif A
* __ T
by = 3

quand le bien 1 est le numéraire. Plus précisément, comme les deux agents consacrent les
mémes parts de revenu aux deux biens, le prix d’équilibre s’ajuste simplement de facon a rendre

compatibles les demandes agrégées avec les dotations agrégées.

Question 4. Nouvelle redistribution des ressources et nouveau prix d’équilibre. On

modifie la répartition des dotations individuelles. Les nouvelles dotations sont :

W =(0,150), B =(100,0).

Premiére remarque. La dotation agrégée de ’économie ne change pas :
W + W' = (100,150).
Seule la répartition des ressources entre agents est modifiée.

Etape 1 : nouvelles contraintes budgétaires.

Pour I'agent A, la valeur de la dotation devient
m/y = 0+ 150ps = 150ps.
Sa contrainte budgétaire est donc

e+ pacd = 150p;.

Pour I'agent B, la valeur de la dotation devient
m's = 100 + 0 = 100.

Sa contrainte budgétaire est donc
0{3 —|—p202B = 100.

Etape 2 : nouvelles demandes.
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Comme les préférences ne changent pas, les parts budgétaires restent inchangées.

Pour A, un tiers du revenu est consacré au bien 1, deux tiers au bien 2. Donc
, 1
my = 5(150]92) = 502?2,

a_ 2my _ 2150p

cy = = = 100.
27" 3p 3 p
Ainsi,
A =50py, ¢ =100.
Pour B, . 100
Wy g
g 2mlp 2100 200
C = —-—— = = —,
> " 3p 3p2 3p
Donc
100 200
B _ W B_ 2
= 3 Cy 3ps

Etape 3 : nouvel équilibre général.
Comme précédemment, il suffit d’imposer 1’équilibre sur un seul marché, par la loi de Walras.

On écrit ’équilibre sur le marché du bien 1 :

e + P =100.

Donc
90p2 + % = 100.
On isole py : 100 200
50p2 = 100 — —= = —=.
Ainsi,
200 4
p2 = 150 = 3
Donc
. 4
P = 3’

Interprétation économique approfondie. Ce résultat peut étre compris de maniére tres

simple.

39



Les deux agents ont exactement les mémes demandes individuelles en parts budgétaires :

1
part consacrée au bien 1 = 3’

2
part consacrée au bien 2 = 3"

Par conséquent, les demandes agrégées dépendent uniquement :

— du revenu total de I’économie ;

— et donc, a prix donnés, de la valeur de la dotation agrégée.

Or la redistribution modifie les revenus individuels, mais ne change pas la dotation totale de

I’économie. A prix donnés, le revenu total reste

m/y +m'g = 100 + 150ps,

qui est exactement la valeur de la dotation agrégée (100, 150). Comme les parts budgétaires sont

les mémes pour A et B, la demande agrégée de chaque bien reste inchangée. Le prix d’équilibre

ne peut donc pas étre modifié par cette redistribution.

Autrement dit, dans cette économie particulieére, les prix d’équilibre sont déterminés par les

préférences agrégées et la dotation agrégée, non par la seule répartition individuelle des dotations.

Réponse finale pour ’exercice 2.

Contraintes budgétaires initiales :

Demandes initiales :

Prix d’équilibre initial :

Apres redistribution :

Nouveau prix d’équilibre :

A+ pacht = 50py,

P 4 pyeB =100 + 100ps,

e %pm = %,
B 100 + 100]02’ 5 = 2(100 + 100p2)’
3 3p2

L 4
Dy = 57

A =50py,  ¢f =100,

ClB = @7 CZB = @a

3 3p2

L 4
P2 = §~

2.3 Corrigé du sujet de septembre 2025

Exercice 1

Question 1.

p1:27

Les utilités marginales sont

Um1 = 1,

D2 = 10.

UTnQ = 4.
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On cherche a déterminer si le consommateur doit modifier son panier de consommation.

Rappel de cours. Lorsqu’un consommateur choisit des quantités strictement positives des deux

biens, la condition marginale d’optimalité d’un optimum intérieur s’écrit

Um1 N Um2

yai D2

Cette condition signifie que le dernier euro dépensé dans chacun des biens doit procurer le méme

supplément d’utilité.

Elle peut également s’écrire sous la forme

TMSyo =L,
P2
ou U
mi
TMSio = .
12 Umg

L’interprétation est la suivante : a 'optimum, le taux auquel le consommateur est prét a substituer

le bien 2 au bien 1 doit étre égal au taux auquel le marché permet cette substitution.

Calcul a partir des utilités marginales par euro dépensé. On calcule :

U 1 U 4
mi = — = 075’ ma —_ - = 0,4
P1 2 D2 10
On constate que
Um1 Um2
> .
4! P2

Le bien 1 procure donc davantage d’utilité supplémentaire par euro dépensé que le bien 2. Le

consommateur a intérét a transférer une partie de sa dépense du bien 2 vers le bien 1.

Meéme conclusion via le taux marginal de substitution. On calcule

Um1 1
TMS12 = = —.
1.2 Um2 4
Et
P1 . 2 N 1
pa 10 5
Comme
1 S 1
4 5’

le consommateur valorise relativement plus le bien 1 que ne le suggere son prix relatif de marché.

Il est donc rationnel d’augmenter la consommation du bien 1 et de réduire celle du bien 2.

Conclusion. Le panier initial n’est pas optimal. Le consommateur doit :

augmenter sa consommation du bien 1 et diminuer sa consommation du bien 2.
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Question 2. Une entreprise utilise deux facteurs, le travail L et le capital K. Les prix des
facteurs sont
Les productivités marginales observées sont

Pmp =10, Pmpg = 60.

Rappel de cours. Lorsqu’une entreprise cherche a minimiser son cotit pour produire un niveau

donné, la condition marginale d’optimalité, sous solution intérieure, est :

Pmp  Pmg

w T

L’idée économique est la méme que pour le consommateur : le dernier euro dépensé dans chacun

des facteurs doit procurer le méme supplément de production.
Cette condition peut aussi s’écrire

P
TMSTL e = 2, avec  TMSTy = —L.
’ r ’ Pmy

Il s’agit de la condition de tangence entre l'isoquante et I'isocofit.

Calcul des productivités marginales par euro dépensé. On obtient :

Pmy 10 Pmg 60

= — =6.
w 1 T 10

Comme

P P
mL> MK

w r

un euro supplémentaire dépensé en travail rapporte plus de production qu’un euro supplémentaire

dépensé en capital.

La combinaison productive actuelle n’est donc pas optimale.

Interprétation économique. L’entreprise peut réduire son cotit de production, & niveau de

production inchangé, en :

— augmentant la quantité de travail ;

— diminuant la quantité de capital.

Vérification via le taux marginal de substitution technique. On calcule

Pm; 10 1
TMST; x = ==,
LK™= Pme 60 6
tandis que
w_ 1
r 10



Comme
1 1

— > —,
6 10
on retrouve le fait que le travail est relativement plus rentable que le capital au regard de son

cott.

Conclusion. L’entreprise peut encore diminuer son cott total de production. Elle doit :

augmenter le travail et diminuer le capital.

Exercice 11

On considére une entreprise qui produit selon la technologie
Q= ];(1/4[/1/47

ou K désigne le capital et L le travail. Les prix des facteurs sont r pour le capital et w pour le

travail.

Question 1. Programme de minimisation des cofits. Pour produire une quantité donnée

Q > 0, Pentreprise choisit L et K de facon & minimiser son cott total.

Le programme de minimisation des cofits s’écrit :

min wL+7rK
L>0, K>0

sous la contrainte technologique
K1/4L1/4 > Q

Rappel de cours. Comme la fonction de production est croissante en chacun des facteurs, il
n’est jamais optimal, dans un programme de minimisation des cofits, de produire strictement

plus que le niveau requis. La contrainte est donc saturée a ’optimum :
K1/4L1/4 — Q
On peut donc reformuler le probléme sous la forme

min  wL 4+ rK sous KYALYA = Q.
L>0, K>0
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Question 2. Conditions marginales d’optimalité. Etape 1 : écriture du lagrangien.

On introduit un multiplicateur de Lagrange A :

L(L,K,\) = wL +rK + A (Q - K1/4L1/4) .

Etape 2 : conditions du premier ordre. On dérive :

oL _ 1o 1yap—s/a _
L — ¥ )\4K L =0,
oL _ Loe—spapia _
K =r )\4K L7* =0,
oL —
g o Kl/4Ll/4 - 0.
o\ @ 0

On en déduit :

w = A1K1/4L*3/4 r— )\EK73/4L1/4 Q _ K1/4L1/4
4 ’ 4 ) .

Rappel de cours. Les productivités marginales sont :

1 0Q 1
P, = — — “KV41-3/4 P _ 9% _ lp-3/ar1/4
e 4 ’ MK =K T 4
A I'optimum intérieur, il faut que

Pm;  Pmg

Y

w T
ou, de maniere équivalente,
Pmj, w
Pmyg T

C’est la condition de tangence entre I'isoquante et ’isocofit.

Etape 3 : simplification de la condition de tangence. On calcule :

1 _
Pmp, _ ZK1/4L 8/ — K1/4+3/47 —3/4-1/4 _ E
Pmg  $K3/ALV4 L’
La condition de tangence devient donc
K w
L
On peut ’écrire sous la forme
K= gL ou encore L= iK.
r w

Cette relation donne la proportion optimale des facteurs.
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Question 3. Fonction de coiit total, colit marginal et coiit moyen. Etape 1 : demandes

conditionnelles de facteurs.

On part de la relation optimale
K="L.

r

On la remplace dans la contrainte technologique :
1/4
Q:KWEMZC%J/E%
r

On regroupe les termes :

Donc

En élevant au carré :

Ainsi,
r@uwn=a ()"
Puis ) e
K'(@u.) =1 =20 (0) 7 =@ (Y)
Donc
K@= (4)"

Etape 2 : calcul du coiit total. Par définition,
C(Q,w,r) = wL*(Q,w,r) + rK*(Q,w,r).

On calcule séparément :
et
En additionnant,

C(Q,w,r) = 2y/wr Q>.

Donc

C(Q,w,r) = 2v/ur Q2.

Remarque économique. La fonction de cofit est ici quadratique en Q. Cela reflete le fait que
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la fonction de production présente des rendements décroissants a 1’échelle, puisque

+ —1<1
=3 )

EN
=

Etape 3 : cotit marginal. Le colit marginal est

- oC
Cm(Q) = @
On dérive :
Cm(Q) = 4v/wr Q.
Ainsi,

Cm(Q) = 4v/wr Q.

Etape 4 : cotit moyen. Le coiit moyen est

- C(Q,w,r)
CcM = ——— 7
(Q) 0
Donc
CM(Q) = 2vwrQ
Ainsi,

On remarque que

Cm(Q) =2CM(Q).

Le cotit marginal est supérieur au colit moyen, ce qui est cohérent avec le caractére croissant du

colt marginal.

Question 4. Fonction d’offre, profit a I’équilibre et part du profit dans le chiffre
d’affaires. Sous concurrence pure et parfaite, ’entreprise prend le prix du bien p comme donné

et choisit  de fagon a maximiser son profit :

max 7(Q) = pQ — C(Q,w,r).

Q>0

Ici,

m(Q) = pQ — 2y/wr Q°.

Etape 1 : condition du premier ordre. La dérivée du profit par rapport & Q vaut
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A Doptimum intérieur, on impose

dm
— =0
dQ ’
d’ou
p— 4y/wr Q = 0.
Ainsi,

Vérification de second ordre. On a

n

402 = —4y/wr <0,

donc la fonction de profit est strictement concave en (), et la solution trouvée est bien un

maximuim.

Interprétation. L’offre est croissante en p et décroissante en w et r, conformément & 'intuition

économique :

— si le prix du bien augmente, produire devient plus rentable;

— si le prix des facteurs augmente, le colit marginal augmente et 1’offre diminue.

Etape 2 : calcul du profit optimal. On remplace Q* dans la fonction de profit :

7T*<p,w,7") =pQ° — QW (QS)Q'

Calculons séparément les deux termes.

D’abord,
2
s_ ... P _ P
PR =p 4v/wr A wr
Ensuite,
(QS)ZZ( b >2: p2
4/ wr 16wr
Donc

2
a2 p_p
2vwr (Q%)° = 2y/wr 6wr ~ 8yar

Par conséquent,

p? p? p?

T n) = g ey T 8 8y

Ainsi,
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Etape 3 : part du profit dans le chiffre d’affaires. Le chiffre d’affaires est
CA = pQ°.

Or on a déja calculé
2

p
A= .
¢ 4\/wr

La part du profit dans le chiffre d’affaires vaut donc

p2

* 8y/wr
CA p?
4 /wr

N |

Ainsi,

* 1

pQ* 2

Interprétation économique. Le profit représente ici la moitié du chiffre d’affaires. Cela tient

au fait que, avec une fonction de colit quadratique

C(Q) = 2vwr Q?,
le cotit moyen vaut
CM(Q) = 2/wr Q

et le cott marginal vaut

Cm(Q) = 4Vwr Q = 2CM(Q).

A Toptimum concurrentiel,

p=Cm(Q") =20M(Q"),

de sorte que

pQ* =2C(Q"),

puis

Exercice 111

On considere une économie d’échanges avec trois biens 1, 2 et 3, et deux agents A et B. Les

préférences sont :

1 1 1
Uyg = (c’f‘)QCQAc?, Up = 5 ln(cf) + Zln(cf) + Zln(cf).

48



Les dotations initiales sont
w? =(0,100,200),  w® = (100,100, 100).
Le bien 1 est choisi comme numéraire :

p1 =1, p2 > 0, p3 > 0.

Question 1. Contraintes budgétaires des deux agents. Rappel de cours. Dans une
économie d’échanges, chaque agent peut vendre sa dotation initiale au prix du marché, puis

acheter le panier qu’il souhaite. La contrainte budgétaire s’écrit donc :
p- ¢ <p-w.

Autrement dit :

valeur des emplois < valeur des ressources.

Lorsque les préférences sont localement non saturées, ’agent dépense tout son revenu a ’optimum :

Agent A. La valeur de sa dotation est :
my = plwfl + p2w§4 —{—p3w§4 = 0+ 100p2 + 200ps3.
Sa contrainte budgétaire est donc
e+ pocdt + pacd < 100py + 200ps.

A optimum :

e+ poct + pactd = 100p + 200ps.

Agent B. La valeur de sa dotation est :
mp = prw’ + pow? + pswd =100 4 100py + 100p3.
Sa contrainte budgétaire est :
P+ pacl + p3cd < 100 + 100py 4 100ps.

A Toptimum :

P + pocl + psef =100 4+ 100py 4 100ps.

Rappel sur la neutralité monétaire. Les demandes walrassiennes sont homogenes de degré

0 en prix et revenu. Cela signifie que si tous les prix et tous les revenus sont multipliés par un
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méme scalaire positif, les demandes ne changent pas. C’est 'absence d’illusion monétaire. Le

choix de p; = 1 ne modifie donc pas les allocations réelles ; il fixe simplement 'unité de compte.

Question 2. Détermination des demandes de A et de B. Demande de ’agent A.

L’agent A résout

max  (cf)?ch'cs
cf,c?,cg‘ZO

sous la contrainte

Cf +p2c’24 +p30;‘34 = 100p2 + 200ps.

Méthode 1 : raisonnement par Cobb—Douglas. La fonction d’utilité est de type Cobb—
Douglas avec exposants
2,1, 1.

La somme des exposants vaut
24+1+1=4.

Dans un tel cas, 'agent consacre a chaque bien une part fixe de son revenu, égale a I’exposant

du bien divisé par la somme des exposants. On obtient donc les parts budgétaires :

1 1 1
15 pour le bien 1, 1 pour le bien 2, 1 pour le bien 3.

Le revenu de A étant
ma = 100ps + 200p3,

les demandes sont :

1 1
014 = 5'm,A = 5(100])2 + 200p3) = 50ps + 100ps3,

1 100 200

6124:7771,4: p2 + 1??3:25_’_501@7
4 po 4po P2
1 100 200

Ao ma_ D02 T 20Ps _ g5P2 g,
4 p3 4p3 p3

Ainsi,

ci' = 50py + 100ps, e =25+ 5022,
b2

e = 2522 4 50.
b3

Méthode 2 : vérification par le lagrangien. On peut aussi écrire
Lg= (cf‘)%ﬁlc{f + A4 (100p2 + 200p3 — cf — pgcé4 — pgcf?) .
Les conditions du premier ordre sont :
2c‘14c‘240§ — A4 =0,
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(CIA)2CE§4 - )\APQ = 07
(ci')’cs — Aaps = 0.
En comparant ces équations, on retrouve les proportions optimales traduisant les parts budgétaires

précédentes.

Demande de ’agent B.

L’agent B résout

1 1 1
max “In(cB) + = In(cP) + = In(cP
s )+ pnie) + G in(ef)

sous la contrainte
B 4 pacB + psc =100 + 100p; + 100ps.

Rappel de cours. Pour une utilité logarithmique pondérée de la forme
arlne; + aslnes + azlnes,

les demandes walrassiennes consacrent des parts budgétaires constantes

a7 a9 a3
ar +oag+az’ al + ag + az’ ar +ag+az’
Ici,
1 1 1
051—57 a2_13 a3 = —,
et la somme vaut
1 1 1
—+-+=-=1.
2 4 4

Le revenu de B est
mp = 100 + 100p2 + 100ps3.

Les demandes sont donc :

1 1
P = 3B = 5(100 + 100po + 100p3) = 50 + 50p2 + 50ps,
1 1 1 1 2
g lms _ 00 + 100p2 + 100ps _ j+25+251£7
4 p2 4p2 P2 P2
1 100 + 100 100 25
B tme _ 0% P 0Ps _ 29 552 4 o5
4 p3 4ps P3 p3
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Ainsi,

25 25
B =50+ 50ps +50ps, B=2425+2522, B=224 9502 95
P2 P2 p3 p3

Remarque importante. Les deux agents ont exactement les mémes parts budgétaires :

Cette propriété jouera un role central dans la détermination de ’équilibre et dans ’analyse de

I'effet d’un transfert de revenu.

Question 3. Conditions d’équilibre sur les marchés et détermination des prix d’équi-

libre. Etape 1 : ressources agrégées. Les dotations totales de I’économie sont :
w; = 0+ 100 = 100, we = 100 + 100 = 200, w3 = 200 + 100 = 300.
Donc la dotation agrégée est
w = (100, 200, 300).
Etape 2 : conditions d’équilibre général. Un équilibre général walrassien est un vecteur de
prix et une allocation tels que :
1. chaque agent maximise son utilité sous sa contrainte budgétaire ;

2. tous les marchés sont équilibrés.

Ici, les conditions d’équilibre sont :
et + P =100,

s+ B =200,

i + B = 300.

Rappel sur la loi de Walras. Si tous les agents respectent leur contrainte budgétaire, alors la

somme des demandes excédentaires valorisées aux prix est nulle :

p121(p) + p222(p) + p3z3(p) = 0.

Comme p; = 1, cela devient

21(p) + p2z2(p) + p323(p) = 0.

Ainsi, parmi les trois équilibres de marché, un seul est redondant. Il suffit donc de résoudre deux

équations indépendantes.
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Etape 3 : demande agrégée. Comme les deux agents ont les mémes parts budgétaires, la
demande agrégée a la méme structure. Le revenu total de I’économie est la valeur de la dotation
agrégée :

M =1-100 4 p2 - 200 4 p3 - 300 = 100 + 200p2 + 300p3.

La demande agrégée s’écrit alors :
1 1M 1M
Cy=-M, Co=——, .
2 4 p2 4 p3

Autrement dit,

1
C, = 5(100 + 200p2 + 300p3),

_ 1100+ 200p2 + 300p3

02 — 9
4 P2
o 1100 + 200p2 + 300ps
3= -
4 P3
Etape 4 : résolution.
Marché du bien 1. On impose
C1 = 100.

Donc )
5(100 + 200p2 + 300p3) = 100.
En multipliant par 2,
100 + 200p2 + 300p3 = 200.

Donc
200p9 + 300p3 = 100.

En divisant par 100,

2py +3ps = 1.
On note cette relation
2ps + 3ps = 1.
Marché du bien 2. On impose
Cs = 200.

Donc
} 100 + 200p2 + 300p3

4 D2

Or, d’apres ’équilibre sur le bien 1, on sait que

200.

100 + 200p2 + 300p3 = 200.
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On obtient donc

12
,E = 200.
4 po
Soit 0
— = 200.
b2
D’ou
1

Marché du bien 3. On utilise maintenant la relation

2ps + 3ps = 1.
En remplacant py = i, on obtient
2-—+3p3=1
Ainsi, .
—+3p3 = 1.
5 + 9p3
Donc
e 1
P3 = 5> p3 = 6
Ainsi,
1
* __ T

Vérification sur le marché du bien 3. Avec py = i et p3 = %, on a

1 1
M:100+200-1—#300-6:100—%50—%50:200.

Donc

1M 1200
C3=-"— =" =50-6= 300,
ST 4ps  41/6

ce qui coincide bien avec 'offre totale du bien 3.

Conclusion. Les prix d’équilibre sont :

11
* * * — 1 I .
(p1’P2aP3) < e 6)

Interprétation économique. La structure des prix reflete la structure des dotations agrégées
et des parts budgétaires. Comme 1’économie consacre la moitié de son revenu au bien 1, et un
quart a chacun des biens 2 et 3, les prix relatifs doivent étre tels que la valeur de I'offre de chaque

bien soit compatible avec cette répartition des dépenses.
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Question 4. Effet d’un transfert de revenu T de B vers A. Un transfert monétaire de

montant 1" est mis en place au profit de 'agent A, au détriment de I’agent B.
Etape 1 : modification des revenus individuels. Les nouveaux revenus deviennent :
m/y =ma+T, mly =mp —T.
Le revenu total de ’économie ne change pas :
m/y+mlg =(ma+T)+ (mp—T)=ma+mp=M.
Etape 2 : effet sur les demandes individuelles. Comme les préférences des deux agents
sont inchangées, chacun continue & consacrer

1 1 1
3 de son revenu au bien 1, 1 au bien 2, 1 au bien 3.

Les nouvelles demandes agrégées sont donc :

1 1 1 1
C{:§mf4+§m33:§(mf4+m§5):§M,
cp—ima  Lmp  Lmytmp 1M

4pr 4dpr 4 p 4py’
op—tma  Amp  Lmytmp 1M

4 p3 4 p3 4 p3 dops’

On voit immédiatement que
C) =0y, Ch = Cy, C4 = Cs.

Conclusion. La demande agrégée est inchangée pour tout vecteur de prix. Comme 1'offre agrégée

est elle aussi inchangée, les prix d’équilibre ne sont pas modifiés par le transfert.

Ainsi,

1

ﬁzz, P

—_

wW %
D

restent les prix d’équilibre apres le transfert.

Interprétation économique. Le transfert de revenu modifie la répartition du pouvoir d’achat
entre A et B, mais il ne modifie pas le revenu total de ’économie. Or les deux agents ont
exactement les mémes parts budgétaires. Deés lors, la demande agrégée dépend uniquement du
revenu total et non de sa répartition entre individus. C’est pourquoi le transfert n’a aucun

impact sur les prix d’équilibre.

Autrement dit, dans cette économie particuliere, la distribution du revenu entre les agents

n’affecte pas les prix, car les préférences individuelles ont la méme structure de demande en parts

95



budgétaires.

Réponse finale pour I’exercice III.

Contraintes budgétaires : cf + ngé4 + p30§4 = 100p2 + 200p3,
P+ pacl + p3cd = 100 4 100py + 100ps,
Demandes de A : c‘f‘ = 50p2 + 100p3,

cf =25+ 502,
b2

cit = 2522 4 50,
p3

Demandes de B : P =50 + 50py + 50ps,
25
B == 19549508
P2 P2
25
B =224 9502 4 o5
p3 p3
. , o1 * * * 1 1
Prix d’équilibre : (p1,p5,p3) = <1, T 6> ,
Effet du transfert T : aucun effet sur les prix d’équilibre.

3 Rappels de cours utiles a la résolution des exercices

3.1 Rappels sur la théorie du consommateur

1. Le probléme de choix du consommateur

On considere un consommateur choisissant un panier de consommation
c=(c1,...,cp) €RY,

face a un vecteur de prix

p=(p1,...,pn) € RY,.

Son revenu monétaire est noté m > 0. Lorsqu’il dispose non d’un revenu exogene, mais d’une

dotation initiale w = (w1, ...,wy,), son revenu est alors égal a la valeur de cette dotation :

n
m:p-w:ijwj.
j=1

Le programme du consommateur s’écrit :

gelﬂ%%iu(cl,...,cn)
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sous la contrainte budgétaire

p-c<m.
Dans une économie d’échanges, cette contrainte devient
p-c<p-w.
Principe fondamental de construction de la contrainte budgétaire. La contrainte
budgétaire exprime toujours 1’égalité ou I'inégalité entre :
valeur des emplois < valeur des ressources.
Ici :

— la valeur des emplois est la dépense de consommation, soit p - c;

— la wvaleur des ressources est soit le revenu monétaire m, soit, en économie d’échanges, la

valeur de la dotation initiale p - w.

Lorsque les préférences sont localement non saturées ou simplement strictement croissantes, le

consommateur dépense tout son revenu a ’optimum. La contrainte budgétaire est donc saturée :

p-c=m ou p-c=p-w.

2. Conditions marginales d’optimalité
Supposons que la solution soit intérieure, c’est-a-dire

cj >0 pour tout j.
On peut alors écrire le lagrangien

L(e,\) =ulc) + A(m —p-c).

Les conditions du premier ordre sont

gcl;(c) = \pj pour tout j =1,...,n.
Si ’on note 5
u
Umj(c) = aTj(C)
I'utilité marginale du bien j, on obtient
Umj(c) = Ap;.
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En divisant par p;, on obtient

Um.
M =A pour tout j.
by
D’ou la condition fondamentale :
Umy  Umgy _Um,
b1 D2 Pn

Interprétation économique. Le dernier euro dépensé dans chacun des biens doit procurer le
méme supplément d’utilité. Sinon, le consommateur pourrait augmenter son utilité en réallouant

sa dépense vers le bien qui rapporte le plus d’utilité marginale par euro dépensé.

3. Taux marginal de substitution et tangence

Dans le cas de deux biens 1 et 2, le taux marginal de substitution du bien 1 au bien 2 est défini

par

U
TMSy o = 1

U mo '
Dans un optimum intérieur, la condition marginale précédente s’écrit alors

Um Um Um
1 2 1:p71‘

P1 D2 Umo  po

Donc

TMS,, =1L

b2

Interprétation. Le taux auquel le consommateur est prét a substituer le bien 2 au bien 1 doit

coincider avec le taux auquel le marché permet cette substitution.

Reégle pratique de raisonnement. Si, pour un panier donné,

Um Um
Ly 2
D1 P2

)

alors le bien 1 procure plus d’utilité par euro dépensé que le bien 2. Le consommateur a donc

intérét a :

augmenter sa consommation de bien 1 et diminuer celle de bien 2.

Inversement, si
U mq U mo
<

p1 D2

il faut diminuer la consommation du bien 1 et augmenter celle du bien 2.

I
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4. Neutralité monétaire et homogénéité de degré 0

Les demandes walrassiennes du consommateur sont homogenes de degré 0 en prix et revenu. Cela
signifie que, pour tout u > 0,
z(pp, pm) = x(p,m).

Interprétation économique. Si tous les prix et le revenu sont multipliés par un méme facteur,
les choix réels du consommateur ne changent pas. Seuls les prix relatifs et le pouvoir d’achat réel

importent.

Cette propriété traduit 'absence d’illusion monétaire. Dans les exercices d’équilibre général,

lorsqu’un bien est choisi comme numéraire, par exemple
p1 =1,

cela ne modifie pas les allocations réelles; cela fixe seulement I'unité de compte.

5. Demandes usuelles : cas Cobb—Douglas
Considérons une utilité de type Cobb—Douglas :
u(cry ... cn) =cfteeenm, a; > 0.

n

Le probléme du consommateur est

n
@ P —
max c;’ sous E Dicj = m.
J=1 J=1

Les demandes walrassiennes sont :

Ozj m

—_— — our tout 7.
a1+"‘+anpj P J

¢j(p,m) =

Interprétation. Le consommateur consacre au bien j la part budgétaire constante

Y
o+ -+ ay

Ainsi, dans le cas a deux biens,

on obtient

En particulier :
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alors
o 2m o Im
1= 5 2= 5 3
3, 3 p2
— si
u(er, c2) = 165,
alors
« _1m «__2m
Cl _ T 02 —_ Ty
3y 3 p2
— si
u(ct, c2, ¢3) = cicacs,
alors . ) )
m m
* * *
CL = m, Cy = ——, C3 = ——
2 4 po 4 p3

lorsque p; = 1.

6. Demandes usuelles : cas logarithmique pondéré
Considérons une utilité de la forme
u(er,...,en) =pF1lneg + -+ Bplney, Bj > 0.
Le probleme est
n n
max Z Bjlnc; sous ijcj =m.
j=1

>0
cj> =

Les demandes walrassiennes sont :

Bj

-— — pour tout j.
Pr+ -+ Bn pj

¢j(p,m) =

Interprétation. Les coefficients 3; déterminent directement les parts budgétaires.

Ainsi, dans le cas

1
u(cr,c) = 1 lnecp + 5 In co,

comme
1+1_3
4 2 4
on obtient
. 1/4Am 1m . 1/2m  2m
6277:7—7 Co— —— — ——,
Y7 3/4p1  3m 27 3/4p2 3p2
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De méme, si

1 1 1
u(ey, e, c3) = §1n01 + ZIHCQ + Zlncg7

alors les parts budgétaires sont

7. Gains a I’échange entre deux agents

Dans une économie d’échanges & deux biens, deux agents A et B peuvent réaliser des échanges

mutuellement avantageux si leurs taux marginaux de substitution different :

TMSty #TMSP,.

Interprétation. Les deux agents n’évaluent pas de la méme maniere le taux de substitution
entre les biens. Il existe donc un rapport d’échange intermédiaire qui améliore la situation des

deux.

N

A l'inverse, & une allocation intérieure Pareto-efficace, on doit avoir

Dans un équilibre concurrentiel intérieur, cette égalité s’écrit plus précisément

TMS{, = TMSE, = P,

b2

3.2 Rappels sur la théorie du producteur
1. Le probleme de minimisation des cofits
On considere une entreprise utilisant n facteurs de production
z=(x1,...,2p) €RY
pour produire une quantité ¢ > 0 selon une technologie
qg=f(x1,...,2p).

Les prix des facteurs sont

w = (wi,...,wy) € RY .
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Pour produire une quantité donnée ¢ > 0, I’entreprise résout :

sous la contrainte

Rappel fondamental. Si la fonction de production est croissante en chacun des facteurs, alors

la contrainte technologique est saturée a 'optimum :
fl)=4q

En effet, produire strictement plus que la quantité demandée impliquerait une dépense inutile.

2. Conditions marginales d’optimalité

Le lagrangien s’écrit

Lz, ) =Y wizj + A(q — f(x)).

J=1

Les conditions du premier ordre donnent, pour tout facteur j,

Si ’on note o7
Pmj(r) = %(x)
J

la productivité marginale du facteur j, on obtient

wj = )\ij.

En divisant par w;, on en déduit

ij 1 .
= - pour tout j.
w; A
Donc, a 'optimum intérieur :
Pmy Pmgy _ Pm,
wy  wy o owy

Interprétation économique. Le dernier euro dépensé dans chacun des facteurs doit procurer
le méme supplément de production. Sinon, 'entreprise pourrait réduire son cofit en substituant

un facteur & un autre.
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3. Taux marginal de substitution technique

Dans le cas de deux facteurs z; et x9, la condition précédente s’écrit

Pmy Pmy Pm, w1

w1 w9 ng w9 '

On définit le taux marginal de substitution technique entre les facteurs 1 et 2 par

Pm1

TMST, 5 = .
12 Pmo

La condition de tangence entre isoquante et isocotit devient alors

TMSTy = L.
w2

Reégle pratique de raisonnement. Si, pour une combinaison productive donnée,

P P
m1> mo

w1 w2 ’

alors le facteur 1 procure plus de production par euro dépensé que le facteur 2. Il faut donc :

augmenter le facteur 1 et diminuer le facteur 2.

Inversement, si

P P
mi < mo

w1 w2 ’

il faut diminuer le facteur 1 et augmenter le facteur 2.

4. Fonction de coiit, cotlit moyen, coiit marginal

La fonction de cofit est définie par
n
C(gw) =min ¢ > wjz; ; fx) >q
20 |

Une fois C'(q, w) obtenue, on définit :

C(q,w
om(g) = <12
q
le cotlit moyen, et
_ 0C(qw)
Cm(q) = —
(q) 0
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le cotit marginal, lorsque la fonction de coiit est dérivable.

Interprétation.

— le cofit moyen mesure le coflit par unité produite;

— le colit marginal mesure le cotit d’une unité supplémentaire.

5. Maximisation du profit et offre de ’entreprise concurrentielle

Sous concurrence pure et parfaite, le prix du bien est pris comme donné par ’entreprise et noté

p. L’entreprise choisit sa production ¢ pour maximiser
m(q) = pq — Clq,w).

Le programme est donc

max pg — C(q,w).
Si la solution est intérieure et si la fonction de coit est différentiable, la condition du premier
ordre s’écrit

p—Cm(q) =0.

Donc
p=Cm(q).

Interprétation. L’entreprise produit jusqu’au point ou le prix est égal au coflit marginal.

Si, au contraire, le colit marginal est constant, comme dans certains cas de rendements constants

a D’échelle, I'offre individuelle prend la forme d’une correspondance :

0 sip < Cm,
¢’ =<tout ¢ >0 sip=0_Cm,

pas d’optimum fini si p > C'm.

6. Fonctions de production Cobb—Douglas

On rencontre fréquemment des fonctions de production de type Cobb—Douglas :

n

f(xl,...,:rn):AHx?j, A >0, a; > 0.
j=1
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a) Productivités marginales. Pour tout facteur 7,

of —1 .
% = OZij?] H xzk.
j oy

En utilisant ¢ = f(z), on peut réécrire cette expression sous la forme

PTle = Oéji.
J

Cette relation est extrémement utile dans les calculs.

b) Rendements a 1’échelle. La somme des exposants

détermine les rendements a 1’échelle :

p <1 rendements décroissants a ’échelle,
p =1 rendements constants a 1’échelle,

p > 1 rendements croissants a ’échelle.

c) Théoréme d’Euler. Si f est homogene de degré p, alors

n
Z Pmjx; = pq.
j=1

Dans le cas Cobb—Douglas précédent, on obtient donc

n
> ajq = pq.
j=1

7. Parts factorielles et part du profit

Supposons que l'entreprise maximise son profit en choisissant directement ses facteurs :
n
max pf(z) = Y w;z;.
> =

Les conditions du premier ordre donnent

pPmj = w;j pour tout j.
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En multipliant par x;, on obtient

wjr; = pPm;x;.

Dans le cas d'une fonction Cobb-Douglas,
Pmjx; = ajq.

Donc

Ww;T; = a;pq.

Interprétation. La rémunération du facteur j représente la part o; du chiffre d’affaires.

Ainsi, pour

q= K1/4L1/2,
on a
1 1 3
(0% = — [0 = — = —.
K 47 L 25 P 4
Donc
K 1 Q L 1 Q
rK =- wL = =pQ.
4]) ) 2]7
La part du profit dans le chiffre d’affaires vaut alors
3 1
l—p=1—-=-.
P 14
De méme, pour
q= K1/4L1/4,
on a
1 1 1
(0% — [0 e = —.
K 4) L 47 pP 2
Ainsi,

1 1
TK = Ean ’LUL - 7PQ7

et la part du profit dans le chiffre d’affaires vaut

1
l—p=1—2=_.
p 272

Plus généralement, si f est homogene de degré p, alors, en sommant les rémunérations factorielles,

n n
Z w;T; = pz Pmjx; = ppq.
j=1 j=1

n
m=pq— Y wiz; = (1-p)pq.
7=1

On en déduit immeédiatement :
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En particulier :

— si p=1, alors m = 0 : le profit est nul a ’équilibre concurrentiel ;

— si p <1, alors m > 0 : le profit est positif.

8. Cas important : rendements constants a 1’échelle

Lorsque p = 1, la technologie présente des rendements constants a 1’échelle. Dans ce cas :

— le couit total est linéaire en la production ;
— le colit moyen est constant ;
— le cofit marginal est égal au cotlit moyen ;

— a I’équilibre concurrentiel, on a nécessairement
p=CM =Cm;

— le profit est nul.

Cette propriété explique les cas dans lesquels I'offre individuelle n’est pas une fonction ordinaire

mais une correspondance .

3.3 Rappels sur la théorie de 1’équilibre général en économie d’échanges
1. Cadre général

On considere une économie d’échanges avec :

— I agents, indexés par i =1,...,1;
— L biens, indexés par £ =1,...,L;

— pour chaque agent ¢, une dotation initiale

w'=(Wh,...,wh) € RJLF;
— pour chaque agent i, une fonction d’utilité
u'(c), c=(c,...,cp) e RE.

Le vecteur de prix est

p=(p1,....pr) €RY .
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2. Contraintes budgétaires individuelles

A prix donnés, agent i peut vendre sa dotation initiale et acheter le panier qu’il souhaite. Son

revenu est donc la valeur de sa dotation :
m;=p- -w = Zpgwﬁ.
/=1

Sa contrainte budgétaire est

pc <p-uw

Autrement dit,

L . L .
> ey < pew.
/=1 /=1

Lorsque les préférences sont localement non saturées, cette contrainte est saturée :

Principe fondamental. Comme pour la théorie du consommateur en revenu, la contrainte

budgétaire traduit I’égalité entre la valeur des emplois et la valeur des ressources :

dépense de consommation = valeur de la dotation initiale.

3. Demandes walrassiennes

Pour chaque agent i, la demande walrassienne est la solution du programme

max u'(c')
016R+
sous la contrainte
p-c <p-uw
On la note souvent
z'(p,p-w').

Ces demandes sont homogenes de degré 0 en prix et revenu :

2 (up, pmy) = 7 (p,mi)  pour tout > 0,
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Conséquence importante. On peut normaliser un prix, par exemple

p1 =1,

sans modifier les allocations réelles. Le bien 1 joue alors le role de numéraire.

4. Définition de 1’équilibre général walrassien

Un équilibre général walrassien est constitué d’un vecteur de prix

*

P =(pi,-..,pL)

et d’une allocation

(e, ... e

tels que :

1. pour tout agent i, ¢** maximise u’ sous la contrainte budgétaire

En notant
I
Wy = Zw@
i=1

la dotation agrégée en bien ¢, les conditions d’équilibre s’écrivent

ZC?:@@ pour tout £ =1,...,L.

5. Demande excédentaire et loi de Walras

On définit la demande excédentaire agrégée par

1

I
2(p) =D al(p,p-w') =D W
=1

=1
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Ses composantes sont

I
z(p) = ZM(P,P ‘w') — .
i=1
La loi de Walras affirme que
p-z(p)=0
Autrement dit,
L
> peze(p) = 0.
/=1

Interprétation. La valeur totale des demandes excédentaires est nulle lorsque chaque agent

respecte sa contrainte budgétaire.

Conséquence pratique. Dans une économie a L biens, une des L conditions d’équilibre de

marché est redondante. Il suffit d’en résoudre L — 1.
Ainsi :

— avec 2 biens, une seule équation d’équilibre indépendante suffit ;

— avec 3 biens, deux équations indépendantes suffisent.

6. Equilibre intérieur : égalisation des TMS

Dans une économie d’échanges a deux biens, si ’équilibre est intérieur pour tous les agents, alors

chaque agent satisfait
i P
P2

On obtient donc

TMS}y, = TMS}y = =L,

b2

Interprétation. A 1’équilibre concurrentiel intérieur :

— chaque agent choisit un panier optimal compte tenu des prix;
— tous les agents font face au méme systeme de prix;

— les évaluations marginales relatives des biens coincident donc.

Cette propriété permet souvent de relier I’équilibre concurrentiel et 'efficacité au sens de Pareto.
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7. Demandes agrégées lorsque les parts budgétaires sont identiques

Supposons que, pour tous les agents, les demandes aient la méme structure en parts budgétaires.

Par exemple, pour chaque agent i,
. e L
ry(p,mi) = 00—,  0p>0, D Op=1.
P =1

C’est le cas, en particulier, lorsque les agents ont des préférences Cobb—Douglas ou logarithmiques

pondérées avec les mémes poids budgétaires.

Alors la demande agrégée pour le bien £ est

I 1 J
> xy(p,mi) = 00— > my.
i=1 Pe i
Donc
M I
X¢(p) = 60,—, M:Zmi.
pe i=1
Or
M:Zp.wl:p.Zwl’
i=1 i=1

c’est-a-dire la valeur de la dotation agrégée.

Conséquence essentielle. Lorsque tous les agents ont les mémes parts budgétaires, la demande

agrégée dépend seulement :

— des prix;
— de la dotation agrégée;

— et non de la répartition individuelle des dotations.

Par conséquent, une redistribution de revenu ou de dotations entre agents, a dotation agrégée

inchangée, ne modifie pas les prix d’équilibre.

8. Application directe aux exercices traités

Les exercices résolus dans ce recueil mobilisent de maniere récurrente les idées suivantes :

1. Construction des contraintes budgétaires :
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2. Demandes Cobb—Douglas ou logarithmiques :

, e
¢, = part budgétaire du bien £ x —.
Dbe

3. Choix d’un numéraire :

sans effet réel sur les allocations.

4. Conditions d’équilibre de marché :
Y=Y uh
i i

5. Utilisation de la loi de Walras : il suffit de résoudre L — 1 marchés.

6. Invariance éventuelle des prix & une redistribution : lorsque les parts budgétaires des

agents sont identiques, la demande agrégée ne dépend pas de la répartition des revenus.

Ces rappels constituent ’ossature analytique de la quasi-totalité des exercices de microéconomie
élémentaire portant sur la théorie du consommateur, la théorie du producteur et 1’équilibre

général en économie d’échanges.
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