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Mise en garde

Ce document constitue une premiere version de travail. Il est susceptible de comporter des

erreurs, des imprécisions ou des coquilles.

Les commentaires, suggestions et corrections sont les bienvenus.
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Avertissement méthodologique

Ce document rassemble des exercices de microéconomie fondamentale organisés autour de trois
grands themes : la théorie du consommateur, la théorie du producteur et ’équilibre général en

économie d’échanges.

Les exercices et leurs corrigés ont été construits selon les principes suivants :

— les raisonnements mobilisent exclusivement des solutions intérieures;

— les corrigés reposent sur un raisonnement marginal, sans recours au lagrangien ;

— les relations essentielles sont formulées a partir des taux marginaux de substitution
(TMS), des taux marginaux de substitution technique (TMST) et, lorsque cela est
pertinent, des taux marginaux de transformation (TMT);

— chaque correction explicite les déductions mathématiques, les interprétations économiques
et la logique de résolution;

— les exercices ont vocation a dépasser les formats trop mécaniquement appris, notamment
en généralisant I'analyse a trois biens ou trois facteurs lorsque cela éclaire la structure

du raisonnement.



1 Syllabus de révisions

Présentation générale

Le présent syllabus précise le programme de révisions correspondant au test d’entrée de mi-
croéconomie de troisieme année. Il porte exclusivement sur la microéconomie fondamentale
en concurrence pure et parfaite, dans un cadre statique, sans temps, sans incertitude et sans

intervention de la monnaie comme réserve de valeur.

Trois parties du programme sont évaluées :

1. la théorie du consommateur ;

2. la théorie du producteur;

3. ’équilibre général en économie d’échanges.
L’épreuve attend des étudiants une maitrise conjointe :

— des relations théoriques fondamentales ;
— des méthodes de résolution;

— des interprétations économiques des conditions marginales et des résultats obtenus.

Une attention particuliere sera portée a la capacité a traiter non seulement des cas classiques a
deux biens ou deux facteurs, mais aussi des problémes a trois ou quatre dimensions. L’objectif
n’est donc pas le simple bachotage de configurations standard, mais la vérification d’une maitrise

réelle des outils de base de la microéconomie.

I. Théorie du consommateur
Contenu du programme

Cette premiere partie porte sur le comportement d’un consommateur soumis a une contrainte

budgétaire, dans le cas de préférences strictement croissantes et de solutions intérieures.

Les étudiants doivent maitriser :

— la construction de la contrainte budgétaire ;

— linterprétation de cette contrainte comme égalité entre valeur des emplois et valeur des

ressources ;
— le calcul des utilités marginales ;

— la condition d’optimalité intérieure

Um1 _ Um2 Umn

b1 D2 Pn

)



— D’écriture du taux marginal de substitution

Umi
TMS; ; = ;
2, Umj I
— la condition de tangence
TMSi,j = &;
Dj

— les demandes walrassiennes dans les cas usuels, notamment Cobb—Douglas et logarithmiques ;

— I’homogénéité de degré 0 des demandes en prix et revenu.

Compétences attendues

Les étudiants doivent étre capables :

— de vérifier si un panier est budgétairement admissible ;

— de déterminer si un panier intérieur est optimal ;

— d’indiquer, lorsqu’il ne 'est pas, dans quel sens le consommateur doit réallouer sa dépense;
— de calculer explicitement un panier optimal;

— d’analyser les effets d’'une variation du revenu ou des prix;

— de traiter avec la méme rigueur des problemes a deux, trois ou quatre biens.

Points de méthode

La méthode attendue est la suivante :

1. écrire la contrainte budgétaire ;

2. calculer les utilités marginales;

3. écrire les conditions marginales d’optimalité ;

4. en déduire des relations entre les quantités consommeées ;
5. substituer ces relations dans la contrainte budgétaire ;

6. résoudre le systeme obtenu;

7. vérifier la cohérence économique du résultat.

I1. Théorie du producteur
Contenu du programme

Cette deuxieme partie porte sur la théorie statique du producteur en concurrence pure et parfaite.



Les étudiants doivent maltriser :

— le programme de minimisation du cotit pour un niveau de production donné;
— la contrainte technologique;
— les productivités marginales des facteurs;

— la condition d’optimalité intérieure

Pm; Pmy _ Pm,,
wy  we  wy
— le taux marginal de substitution technique
Pm;
TMST;; = —;
e ij
— la condition de tangence
Ws
TMSTi’j - 72;
wj

— la fonction de cofit total, le colit moyen et le colit marginal ;

— la condition d’offre du producteur concurrentiel
p = Cm(q);

— le lien entre homogénéité de la technologie, rendements a 1’échelle et profit.

Compétences attendues

Les étudiants doivent étre capables :

— de déterminer si une combinaison productive minimise le cofit ;

— d’indiquer, lorsqu’elle ne le fait pas, dans quel sens ’entreprise doit modifier ses facteurs;
— de calculer les demandes conditionnelles de facteurs;

— d’en déduire la fonction de coiit ;

— de calculer CM et C'm;

— de déterminer l'offre du producteur ;

— d’interpréter le role des rendements & ’échelle ;

— de traiter des problémes a deux, trois ou quatre facteurs.

Points de méthode

La démarche attendue est la suivante :
1. écrire la contrainte technologique sous forme d’égalité ;

2. calculer les productivités marginales;



3. écrire les conditions marginales de colit minimal ;

4. en déduire les relations entre facteurs;

5. substituer ces relations dans la fonction de production ;
6. obtenir les demandes conditionnelles de facteurs;

7. calculer la fonction de cofit, puis en déduire I'offre.

III. Equilibre général en économie d’échanges
Contenu du programme

Cette troisieme partie porte sur ’équilibre général walrassien dans une économie d’échanges pure.

Les étudiants doivent maltriser :

— la notion de dotation initiale;
— le calcul de la richesse individuelle

i,
m; =p-w;

— la contrainte budgétaire de chaque agent

— les demandes walrassiennes individuelles ;
— l’agrégation des demandes;

— les conditions d’équilibre des marchés
D¢ = o
i
— la loi de Walras

p-z(p) =0;

— la normalisation des prix par choix d’un numéraire;
— T’homogénéité de degré 0 des demandes walrassiennes;

— Deffet des transferts de revenu et des redistributions de dotations.

Compétences attendues

Les étudiants doivent étre capables :

— d’écrire correctement les contraintes budgétaires a partir des dotations;

— de déterminer les demandes individuelles ;



— de calculer les demandes agrégées;

— d’écrire les équilibres de marché;

— d’utiliser la loi de Walras pour ne résoudre que L — 1 marchés indépendants dans une
économie a L biens;

— de déterminer les prix d’équilibre et I’allocation d’équilibre ;

— d’analyser 'effet d’un transfert de revenu sur les prix;

— de distinguer les cas ou la demande agrégée dépend du seul revenu total de ceux ou elle

dépend de sa répartition.

Points de méthode

La démarche attendue est la suivante :

1. calculer, pour chaque agent, la valeur de la dotation initiale;

2. écrire les contraintes budgétaires ;

3. déterminer les demandes walrassiennes individuelles ;

4. calculer la demande agrégée ;

5. écrire les conditions d’équilibre de marché;

6. utiliser la loi de Walras pour réduire le nombre d’équations a résoudre;
7. déterminer les prix relatifs d’équilibre ;

8. en déduire I'allocation d’équilibre et 'interpréter.

Exigences générales

Quel que soit le chapitre considéré, les étudiants doivent étre en mesure :

— de rédiger un raisonnement économique ordonné;
— de justifier explicitement les conditions utilisées ;
— d’effectuer les calculs sans rupture logique;

— de commenter le sens économique des résultats ;

— de mobiliser les mémes outils dans des configurations non standard, notamment lorsque le

nombre de biens ou de facteurs excéde deux.

Le niveau attendu est celui d’une maitrise solide des fondements analytiques de la microéconomie

de licence.



Conseils de révision

La préparation efficace de I’épreuve suppose :

— un apprentissage rigoureux des relations fondamentales ;

— un entrainement régulier au calcul ;

— une attention constante portée a l'interprétation économique des conditions marginales;
— une pratique systématique d’exercices a deux, trois et quatre biens ou facteurs;

— une maitrise effective de la loi de Walras et des propriétés d’homogénéité.

Les étudiants sont invités a ne pas limiter leurs révisions a des schémas standards appris
mécaniquement. La réussite a ’épreuve suppose une compréhension réelle des structures du

raisonnement microéconomique.

Synthese

L’épreuve vise a évaluer la capacité des candidats & mobiliser, avec rigueur et autonomie, les
outils élémentaires mais fondamentaux de la microéconomie. Elle repose sur trois exigences

complémentaires :

— la maitrise des relations théoriques;
— la maitrise des méthodes de résolution ;

— la maitrise des interprétations économiques.

Le programme de révisions couvre donc l’ensemble des mécanismes de base du choix du consom-
mateur, du comportement du producteur et de la formation des prix en équilibre général

d’échanges.

2 Théorie du consommateur

2.1 Rappels théoriques

1. Le probléeme du consommateur

On considere un consommateur qui choisit un panier de consommation
c=(c1y...,cn) ERY,

ou ¢;j désigne la quantité consommée du bien j, pour j =1,...,n.

Les prix des biens sont notés

p=(p1,...,pn) € RY,.
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Le consommateur évalue les paniers au moyen d’une fonction d’utilité

u(ery ... cn).

Dans toute cette section, on se place volontairement dans le cadre de solutions intérieures.

Cela signifie que, a 'optimum,
cj >0 pour tout 5 =1,...,n.
Le probleme du consommateur consiste a choisir le panier qui maximise son utilité sous contrainte

budgétaire :

max__u(cy,...,cpn)
ClyeensCn >

sous la contrainte

pic1 + -+ PpCp <M,

ol m > 0 désigne le revenu monétaire.

2. Construction de la contrainte budgétaire

La contrainte budgétaire traduit une idée simple et fondamentale :
valeur des emplois < valeur des ressources.
Ici:
— la valeur des emplois est la dépense de consommation :
pic1 + - 4 Dntp;

— la valeur des ressources est le revenu monétaire m.

La contrainte budgétaire s’écrit donc

pic1 + -+ ppcp <m.

Lorsque les préférences sont strictement croissantes, le consommateur a toujours intérét a utiliser
la totalité de son revenu. En effet, si une partie du revenu restait inutilisée, il pourrait augmenter

au moins une consommation et donc accroitre son utilité.

La contrainte budgétaire est alors saturée a 'optimum :

Pic1+ -+ Ppln = M.

11



Dans le cas de deux biens, on obtient

‘plcl + pacy = m-‘

Dans le cas de trois biens,

’pwl + paca + p3c3 = m. ‘

3. Utilités marginales et interprétation économique

L’utilité marginale du bien j est définie par

Umj(c) = 8;0(]6)

Elle mesure 'accroissement d’utilité procuré par une tres légere augmentation de la consommation

du bien j, les autres consommations étant maintenues constantes.

Le rapport
Um,;

bj

mesure ['utilité marginale par euro dépensé dans le bien j. C’est une relation essentielle.

Interprétation. Si
Umz- > U’I?’Lj

Di bj

)

alors un euro dépensé dans le bien ¢ rapporte plus d’utilité qu’un euro dépensé dans le bien
j. Le panier considéré ne peut donc pas étre optimal : le consommateur doit augmenter sa

consommation du bien ¢ et diminuer celle du bien j.

~

A Doptimum intérieur, les utilités marginales par euro dépensé doivent étre égales :

p1 D2 Pn

Uml_Umg _Umn

Cette condition constitue la régle marginale fondamentale du choix du consommateur.

4. Le taux marginal de substitution

Dans le cas de deux biens 1 et 2, le taux marginal de substitution du bien 1 au bien 2 est défini

par
Um1
TMS; 2 = .
1,2 Umg
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Le TMS1 2 mesure la quantité de bien 2 que le consommateur est prét a abandonner pour obtenir

une unité supplémentaire de bien 1, a utilité maintenue constante.

A Toptimum intérieur, la condition d’égalité des utilités marginales par euro dépensé

Um1 . Umg

P P2
peut se réécrire
Umy _nm
Umgy  po
Donc
TMS; 5 = 2L,
P2

Interprétation économique. A I'optimum, le taux auquel le consommateur est prét a substituer
le bien 2 au bien 1 doit étre exactement égal au taux auquel le marché autorise cette substitution.

Si

TMSLQ > @,

P2
le consommateur valorise relativement davantage le bien 1 que ne le fait le marché. Il doit donc

augmenter sa consommation du bien 1 et réduire celle du bien 2.

A Tl'inverse, si

TMSLQ < }ﬂ,

b2

il doit diminuer sa consommation du bien 1 et augmenter celle du bien 2.

5. Cas a trois biens
Lorsque le consommateur choisit entre trois biens 1, 2 et 3, la contrainte budgétaire s’écrit

p1C1 + pa2c2 + p3c3 = m.

A Poptimum intérieur, on doit avoir

P p2 p3

Um1 o Umg - Um3

Cela équivaut a deux égalités indépendantes, par exemple

Um _m ot Umq _m
Umgy  po Ums  p3
Autrement dit,
b1 p1
TMSLQ = — et TMSL3 = —.
P2 ps3

13



On pourrait aussi écrire

TMSy 3 = 2.

ps3

Point pédagogique important. Le passage de deux a trois biens ne change pas la logique

économique. Il ajoute simplement une condition marginale supplémentaire. La difficulté n’est

donc pas conceptuelle, mais uniquement organisationnelle : il faut savoir écrire et combiner

plusieurs égalités de la méme nature.

6. Méthode générale de résolution d’un optimum intérieur

Dans les exercices de théorie du consommateur, on procédera systématiquement de la maniere

suivante.

Etape 1.

Etape 2.

Etape 3.

Etape 4.

Etape 5.

Etape 6.

Ecrire la contrainte budgétaire sous forme d’égalité :

pic1 + -+ Pplp = M.

Calculer les utilités marginales

Umy,...,Umy.

Ecrire les conditions marginales d’optimalité :

Umq _Umy,

b1 Pn

Transformer ces égalités en relations entre les consommations.
Reporter ces relations dans la contrainte budgétaire.

Déduire les consommations optimales, puis vérifier leur positivité.

Dans le cas de deux biens, cette méthode revient trés souvent a utiliser :

TMSLQ _n et pi1c1 + pacas = m.

P2

Dans le cas de trois biens, on utilise :

Um1 UmQ Um3
= = et pic1 + p2ce + p3cz = m.
b1 b2 b3

14



7. Homogénéité de degré 0 et absence d’illusion monétaire

Les demandes walrassiennes du consommateur sont homogenes de degré 0 par rapport a ’ensemble

des prix et au revenu. Cela signifie que, pour tout scalaire A > 0,

’x()\p, am) = x(p, m)‘

Interprétation économique. Si tous les prix et le revenu sont multipliés par un méme facteur,
le panier optimal ne change pas. En effet, ce ne sont pas les prix nominaux qui importent, mais

les prix relatifs et le pouvoir d’achat réel.

Cette propriété exprime ’absence d’illusion monétaire.

Elle justifie le choix fréquent d’un numéraire. Par exemple, si I’'on pose

plzla

cela ne modifie pas les allocations réelles. Cela fixe seulement 'unité de compte.

8. Proportionnalité au revenu dans les cas usuels du recueil

Dans plusieurs exercices classiques, les demandes sont non seulement homogenes de degré 0
en prix et revenu, mais aussi linéaires en revenu : si le revenu double, les consommations

optimales doublent.

Cette propriété n’est pas générale pour toute fonction d’utilité, mais elle vaut dans les cas usuels
mobilisés dans ce recueil, notamment pour les préférences Cobb—Douglas et pour les utilités

logarithmiques pondérées.

Dans ces cas, pour des prix donnés, on a

’x(p, m) =muz(p,1). ‘

Interprétation. A prix fixés, les consommations optimales sont proportionnelles au revenu.
Cette propriété sera particulierement utile en économie d’échanges lorsque le revenu de chaque

agent est égal a la valeur de sa dotation.

9. Cas des préférences Cobb—Douglas
Considérons d’abord le cas a deux biens :

u(cr,c2) = c?cg, a>0, B>0.

15



Les utilités marginales sont

_ a—1_p _ a -1
Umy = ac]™ ¢y, Umg = Bciey .

Le taux marginal de substitution vaut donc

Um o Cy

TMS;» = =—_—.
1,2 Um2 ,3 C1
La condition d’optimalité
TMS;, = 22
b2
devient
a2 _ P
Be  p

On en déduit

apacy = Bpicy.

Cette relation signifie que les dépenses optimales vérifient

’529101 = ap2C2.

En la combinant avec la contrainte budgétaire

p1cC1 + paca = m,

on obtient

« a m « B m
C]_: 02: —.
a+ B ps

a+Bp’

Interprétation. Le consommateur consacre au bien 1 la part budgétaire

«
a+ B’
et au bien 2 la part
B
a+p
Dans le cas a trois biens,
u(017627c3) = C?Cgcga O‘an.Y > 07
le méme raisonnement donne
C* _ « m C* _ B ﬁ C* _ 9 @
" at+B+yp] T a+B+yp T a+B+vps

16



10. Cas des utilités logarithmiques pondérées
Considérons maintenant

u(er,e2) = aln(er) + bln(ea), a>0,b>0.

Les utilités marginales sont
a
Um1 =, U mo = —.
C1 C2

Le taux marginal de substitution vaut

Umi aco

TMS; 5 = = -,
1.2 Ums b
La condition d’optimalité
TMS,, = 2
p2
devient
a2 _ P
ber  p2)
soit

apaco = bpicy.

En combinant avec la contrainte budgétaire, on obtient

" a m " b m
01: C2: .
a—+bpo

a+bp’

De méme, dans le cas
u(ey, e, c3) = aln(ey) + bln(eg) + dln(es), a,b,d >0,

on obtient

_ 4 m
a+b+dps

_bom
a+b+dpy’

cg=——— cy =
L a+b+dp 2

¢y =

Conclusion commune aux cas Cobb—Douglas et logarithmiques. Dans tous ces cas, les

demandes prennent la forme :

c;f:ﬁjﬂ, (9j>0, ZejZI.
pj

Les 6; sont alors les parts budgétaires constantes.
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11. Reégles de diagnostic rapide dans les exercices

Dans les exercices de raisonnement marginal, on utilisera constamment les trois diagnostics

suivants.

a) Test d’optimalité d’un panier Un panier intérieur est optimal si et seulement si

Um1 7Umn

p1 Pn

b) Sens de correction du panier Si, pour deux biens i et j,

Umi U'mj
>
2 pj

9

alors il faut augmenter ¢; et diminuer c;.

c) Cas a plusieurs biens Avec trois biens ou davantage, il faut comparer chaque bien aux

autres a travers les rapports
U m;

Dj
Le bien pour lequel ce rapport est le plus élevé est, localement, celui qu’il faut davantage

consommer ; celui pour lequel il est le plus faible est celui dont il faut réduire la consommation.

12. Synthése des relations essentielles

Pour résoudre les exercices de théorie du consommateur figurant dans ce recueil, les relations

fondamentales & maitriser sont les suivantes :

’plcl+"'+pncn =m

(contraint budgétaire saturée),

Umq Umgo _Um,

b1 D2 Pn

(condition marginale d’optimalité intérieure),

Umi i
TMS; ; = U:; - ﬁ;

(condition de tangence entre courbe d’indifférence et droite de budget),

’x()\p, Am) = z(p,m) ‘

18



(homogénéité de degré 0 en prix et revenu),

et, dans les cas usuels Cobb—Douglas ou logarithmiques,

c;f:ﬁjﬂ, ZQjZl.
Pj

Ces relations constituent 1'ossature théorique de tous les exercices qui suivent.

2.2 Intitulés
Exercice 1

On considere un consommateur dont les préférences portent sur trois biens de consommation 1,
2 et 3. Sa fonction d’utilité est

2
u(ct, c2, c3) = c1c5¢3,
ou ¢; > 0 désigne la quantité consommée du bien j.

Les prix des biens sont

p1:27 p2:37 p3:67

et le revenu monétaire du consommateur est

m = 192.

On suppose dans tout 'exercice que la solution optimale est intérieure.

1. Vérifier que le panier
¢ =(24,20,14)

est budgétairement admissible.

2. Ce panier est-il optimal 7 Justifier soigneusement votre réponse a ’aide des conditions margi-

nales d’optimalité.

3. Si ce panier n’est pas optimal, indiquer dans quel sens le consommateur doit modifier ses

consommations.

4. Déterminer le panier optimal du consommateur.

Exercice 2

On considére un consommateur dont les préférences portent sur quatre biens de consommation 1,
2, 3 et 4. Sa fonction d’utilité est

u(cr, e, ¢3,¢4) = 2In(c1) + 31n(ca) + In(ez) + 41n(cs),

19



ou ¢; > 0 désigne la quantité consommée du bien j.
Les prix des biens sont

p1:27 p2:37 p3:47 p4:57
et le revenu monétaire du consommateur est

m = 600.

On suppose dans tout l'exercice que la solution optimale est intérieure.

1. Vérifier que le panier
¢ = (50,70,10,50)

est budgétairement admissible.

2. Ce panier est-il optimal ? Justifier soigneusement votre réponse a I’aide des conditions margi-

nales d’optimalité.

3. Si ce panier n’est pas optimal, indiquer dans quel sens le consommateur doit modifier ses

consommations.
4. Déterminer le panier optimal du consommateur.
5. On multiplie tous les prix et le revenu par 2. Sans refaire tous les calculs, déterminer le

nouveau panier optimal et justifier votre réponse.

Exercice 3

On considere un consommateur dont les préférences portent sur deux biens de consommation 1

et 2. Sa fonction d’utilité est

3 2
u(er, ca) = ¢jcs,
ol ¢1 > 0 et cg > 0 désignent les quantités consommées des deux biens.

Dans un premier temps, les prix sont
pP1 = 8? P2 = 47
et le revenu monétaire du consommateur est

m = 600.

On suppose dans tout I'exercice que la solution optimale est intérieure.

1. Vérifier que le panier
¢ = (30,90)

20



est budgétairement admissible.

2. Ce panier est-il optimal 7 Justifier soigneusement votre réponse a ’aide du taux marginal de

substitution et des utilités marginales par euro dépensé.

3. Si ce panier n’est pas optimal, indiquer dans quel sens le consommateur doit modifier ses

consomimations.
4. Déterminer le panier optimal correspondant aux prix (pi,p2) = (8,4) et au revenu m = 600.
5. On suppose maintenant que les prix deviennent
pi=12,  ph=3,

le revenu demeurant égal a
m = 600.

Déterminer le nouveau panier optimal.
6. Comparer les deux paniers optimaux et commenter économiquement le sens de la variation

observée.

Exercice 4

On considere un consommateur dont les préférences portent sur trois biens de consommation 1,
2 et 3. Sa fonction d’utilité est

u(c1, e, c3) = In(cr) + 21In(ea) + 31n(es),

oucy >0, co >0 et cg > 0 désignent les quantités consommeées des trois biens.

Les prix des biens sont

p1:17 p2:27 p3:67

et le revenu monétaire du consommateur est

m = 360.

On suppose dans tout I'exercice que la solution optimale est intérieure.

1. Vérifier que le panier
¢ = (40, 40, 40)

est budgétairement admissible.

2. Ce panier est-il optimal 7 Justifier soigneusement votre réponse a ’aide des conditions margi-

nales d’optimalité.
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3. Si ce panier n’est pas optimal, indiquer dans quel sens le consommateur doit modifier ses

consommations.
4. Déterminer le panier optimal.

5. Le revenu du consommateur augmente ensuite et devient
/
m = 540,

les prix demeurant inchangés. Déterminer le nouveau panier optimal sans refaire tous les

calculs, et justifier soigneusement la méthode employée.

6. Comparer les deux paniers optimaux et interpréter économiquement le résultat obtenu.

Exercice 5

On considere un consommateur dont les préférences portent sur quatre biens de consommation 1,
2, 3 et 4. Sa fonction d’utilité est

u(ey, e, c3,04) = 0%02c§04,
ou ¢j > 0 désigne la quantité consommée du bien j.
Les prix des biens sont
pr=2 p2=3, p3=4  ps=6
et le revenu monétaire du consommateur est

m = 840.

On suppose dans tout I’exercice que la solution optimale est intérieure.

1. Vérifier que le panier
¢ = (90,40, 90, 30)

est budgétairement admissible.

2. Ce panier est-il optimal ? Justifier soigneusement votre réponse a 'aide des conditions margi-

nales d’optimalité.

3. Si ce panier n’est pas optimal, indiquer dans quel sens le consommateur doit modifier ses

consommations.

4. Déterminer le panier optimal.
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5. On suppose ensuite que le prix du bien 4 diminue et devient

les autres prix et le revenu demeurant inchangés. Déterminer le nouveau panier optimal.

6. Comparer les deux paniers optimaux et commenter économiquement le résultat obtenu.

Exercice 6

On considere un consommateur dont les préférences portent sur quatre biens de consommation 1,
2, 3 et 4. Sa fonction d’utilité est

u(cy, ca, €3, ¢4) = Crcpescs,
ou ¢j > 0 désigne la quantité consommeée du bien j.
On note ¢ > 0 un parametre. Les prix des biens sont
pPL=q, p2=2¢, p3=3q,  ps=06q,
et le revenu monétaire du consommateur est

m = 360q.

On suppose dans tout I'exercice que la solution optimale est intérieure.

1. Vérifier que le panier
¢ = (90, 30, 20, 25)

est budgétairement admissible, pour tout ¢ > 0.

2. Ce panier est-il optimal ? Justifier soigneusement votre réponse a I’aide des conditions margi-

nales d’optimalité.

3. Si ce panier n’est pas optimal, indiquer dans quel sens le consommateur doit modifier ses

consommations.
4. Déterminer le panier optimal en fonction de gq.

5. Montrer que le panier optimal trouvé a la question précédente est en réalité indépendant de gq.

Expliquer précisément 'intuition économique de ce résultat.

6. On suppose maintenant que les prix deviennent

/

pi=9q. py=gq, py=06q,  pj=6q,
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le revenu demeurant égal a
m = 360q.

Déterminer le nouveau panier optimal, puis comparer ce nouveau panier a I’ancien et commenter

économiquement le résultat obtenu.

2.3 Corrections
Corrigé de I’exercice 1
On considere le probleme de choix du consommateur :
2
max u(cy,co,C3) = C1C5C3
c1,c2,c3>0

sous la contrainte budgétaire
2c1 4+ 3co + 6¢3 = 192.

Comme les préférences sont strictement croissantes en chacun des trois biens, la contrainte

budgétaire est saturée a 'optimum.

1. Vérification de 1’admissibilité budgétaire du panier proposé. On considere le panier
¢ = (24,20, 14).

Sa dépense totale vaut
2x244+3x20+6 x 14.

Calculons :
2 X 24 =48, 3 x 20 = 60, 6 x 14 = 84.
Ainsi,
48 4+ 60 + 84 = 192.
Donc
2¢1 4+ 3¢y + 6¢3 = 192 = m.
Conclusion. Le panier ¢ = (24,20,14) est bien budgétairement admissible, et méme

exactement situé sur la contrainte budgétaire.

2. Test d’optimalité du panier proposé. Rappel de cours. Dans le cas d’une solution

intérieure portant sur trois biens, le panier optimal doit vérifier :

Um1 . Um2 . Um3

)

p1 D2 p3
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ou Um; désigne I'utilité marginale du bien j.

Autrement dit, & 'optimum, un euro supplémentaire dépensé dans chacun des biens doit procurer

le méme supplément d’utilité.

Calcul des utilités marginales. La fonction d’utilité est
u(cy, ca, ¢3) = c1cacs.

On obtient donc :

ou
Umi = — = c2cs
801 245,
ou
Umo = — = 2cqcocs,
802

ou
Umg = 9es = cic3.
Evaluation en ¢ = (24,20,14). On remplace ¢; = 24, co = 20, c3 = 14.
D’abord,
Umy(€) = 20% x 14 = 400 x 14 = 5600.
Ensuite,

Uma(c) =2 x 24 x 20 x 14.

Calculons étape par étape :
24 x 20 = 480, 480 x 14 = 6720, 2 x 6720 = 13440.

Donc
Uma(c) = 13440.

Enfin

)

Ums(¢) = 24 x 20% = 24 x 400 = 9600.

On compare maintenant les utilités marginales par euro dépensé :

Umi () 5600

— 2800,
D1 2
Uma(@) _ 13440 _ 0
D2 3
Umg(c) _ 9600 _ 1600,
p3
On obtient donc :
Umi(©) _og00, U720 _ 450, Um0 _ 1600
n P2 p3



Ces trois rapports ne sont pas égaux. En particulier,

Ui (& _ _
ma(c) - Um(c) - Umg(c).
D2 b1 p3

Conclusion. Le panier ¢ n’est pas optimal.

3. Sens de modification du panier. Puisque

Um Um Um
2 > 1 > 3
b2 b1 b3

)

le bien 2 procure, au voisinage du panier considéré, le plus grand supplément d’utilité par euro

dépensé.

A Tinverse, le bien 3 est celui qui procure le plus faible supplément d’utilité par euro dépensé.
Le consommateur a donc intérét a transférer une partie de sa dépense :

— vers le bien 2,

— en réduisant au moins une partie de sa consommation des biens 1 et 3.

Plus précisément, le diagnostic marginal conduit a dire que le consommateur doit :

augmenter cg, diminuer c¢;, et diminuer cg.

Interprétation économique. Au panier initial, un euro dépensé en bien 2 rapporte plus qu'un
euro dépensé en bien 1 ou en bien 3. Le panier n’est donc pas correctement arbitré du point de

vue marginal.

4. Détermination du panier optimal. Etape 1 : écrire les conditions marginales

d’optimalité.
Comme la solution optimale est intérieure, on doit avoir :

Um1 _Um2 Umg

p1 D2 p3

Compte tenu des expressions des utilités marginales, cela donne

c%c;g _ 2cic9c3 clcg

2 3 6

11 suffit d’exploiter deux égalités indépendantes, par exemple :

2 3 2 6

cies _ 2cic9c3 cdes  cicl
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Etape 2 : premiére relation entre les consommations.

Partons de
c% c3  2cicacy

2 3

Comme on est dans un optimum intérieur, on a
co >0 et c3 > 0,

on peut donc diviser par cacs. Il vient :

ca 201
3
On multiplie ensuite par 6 :
3co = 4cy.
Autrement dit,
4
co = —cC
2= 30

Etape 3 : deuxieéme relation entre les consommations.

Partons maintenant de
C% C3 C1 C%

2 6

Comme ¢y > 0, on peut diviser par c3. On obtient :

C3 . C1

5 =
On multiplie par 6 :

3c3 = cq.
Donc

1
€3 = =¢C
3 3 1

Etape 4 : utilisation de la contrainte budgétaire.

La contrainte budgétaire est
2¢1 + 3co + 6¢3 = 192.

On y remplace ¢y et c3 par les expressions obtenues :

4 1
2c1 +3 (301) +6 (301) = 192.

3(50) =ter 6(5er) =2
361 = aCq, 361 = 4(C1.
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Donc
2c1 + 4eq + 2¢1 = 192.

Ainsi,
8c1 = 192.
On en déduit
c1 = 24.
Etape 5 : calcul de ¢y et c3.
Comme
4
Cy = gcla
on obtient A
= — x 24 = 32.
C 3
Et comme ]
C3 = 5017
on obtient .
C3 = § X 24 = 8

Conclusion. Le panier optimal est

(¢}, c5,c3) = (24,32,8).|

5. Vérification finale. Vérifions que ce panier satisfait bien la contrainte budgétaire :
2x2443%x3246x8=48+96+ 48 = 192.

La contrainte budgétaire est donc bien satisfaite.
Vérifions aussi les conditions marginales.

Au panier optimal,
Um = 32% x 8 = 1024 x 8 = 8192,

Umg =2 x 24 x 32 x 8.

Calculons :
24 x 32 = 768, 768 x 8 = 6144, 2 x 6144 = 12288.

Donc
Umo = 12288.
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Enfin,
Umg = 24 x 322 = 24 x 1024 = 24576.

Les utilités marginales par euro dépensé valent alors :

192

Umi _ 8192 4096,
D1 2

Umy _ 12288 00
P2 3
24

Umg _ 24576 _ 196,
D3 6

On a bien

Um1 UmQ_UmS

p1 D2 p3

Le panier trouvé est donc bien 'optimum intérieur recherché.

Réponse finale.

Le panier (24,20, 14) est budgétairement admissible, mais il n’est pas optimal.
Le consommateur doit augmenter co et diminuer c; et cs.

Le panier optimal est (24, 32,8).

Corrigé de ’exercice 2
On considere le probleme de choix du consommateur :
max  u(cy,ca,c3,c4) = 21In(c1) + 3In(ea) + In(cs) + 41n(cy)
c1,c2,c3,c4>0

sous la contrainte budgétaire
2c1 4+ 3¢y + 4eg + ey = 600.

Comme les préférences sont strictement croissantes sur Ri +, la contrainte budgétaire est saturée

a optimum.

1. Vérification de 1’admissibilité budgétaire du panier proposé. On considére le panier
¢ = (50,70,10,50).

Sa dépense totale vaut
2x50+3xT70+4x10+5 x 50.
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Calculons terme a terme :
2 x 50 = 100, 3 x 70 = 210, 4 x 10 = 40, 5 x 50 = 250.

Ainsi,
100 + 210 + 40 + 250 = 600.

Donc
2¢1 + 3¢a + 4¢3 + ey = 600 = m.

Conclusion. Le panier ¢ = (50,70, 10, 50) est bien budgétairement admissible.

2. Test d’optimalité du panier proposé. Rappel de cours. Dans le cas d’une solution
intérieure portant sur plusieurs biens, le panier optimal doit vérifier I’égalité des utilités marginales

par euro dépensé :

Umq Umo . Ums Umy

b1 b2 b3 P4

Cette condition peut aussi se lire en termes de taux marginaux de substitution. Par exemple,

pour tout j € {2,3,4},
Um
TMS = — & = PL.
Um]- pj
Mais, dans un probleme a quatre biens, il est souvent plus commode de raisonner directement a
partir des rapports
Umj

pj

Calcul des utilités marginales. La fonction d’utilité est
u(c1, ca,c3,c¢4) = 21In(c1) + 3In(e2) + In(es) + 41n(cy).
On en déduit :

2 3 1 4
Umyp = —, Umg = —, Ums = —, Umy = —.
Cc1 C2 C3 C4

Evaluation en ¢ = (50,70,10,50). On obtient :

_ 2 _ 3 _ 1 _
Uml(c):%:— Umg(c):7—0, Umg(c)zm, Umy(c) = — = —.

On compare maintenant les utilités marginales par euro dépensé :

Umi(e) _ 1/25 _ 1

P1 2 50 ’

Uma(c) _ 3/70 _ 1

D2 3 70’
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Ums(e) _ 1/10 _ 1

p3 4 40’
Umg(e)  2/25 2
psa 5 125

On peut aussi donner leurs valeurs décimales :

1 1 1 2
=002, o003, o =0025, o = 0.016

On obtient donc 'ordre suivant :

U C U C c c
ms(C) S m1(¢) S Umy(c) S Umg(c).
b3 b1 P4 b2

Ces quatre rapports ne sont pas égaux.

Conclusion. Le panier ¢ n’est pas optimal.

3. Sens de modification du panier. L’analyse marginale montre que :

Um3
p3

est le plus élevé. Le bien 3 est donc celui qui procure, au voisinage du panier initial, le plus

d’utilité supplémentaire par euro dépensé.
A Dinverse,
Um2
P2

est le plus faible. Le bien 2 est donc celui qui procure le moins d’utilité supplémentaire par euro

dépensé.

Le consommateur doit donc transférer une partie de sa dépense :

du bien 2 vers le bien 3.

Mais I’analyse montre aussi que

Um Um Um
! > 4 > 2.
b1 y2 D2

Le bien 1 est lui aussi relativement sous-consommé, tandis que le bien 4 demeure relativement

surconsommé par rapport aux biens 1 et 3.

Ainsi, le sens général de correction du panier est :

augmenter c; et cs, diminuer ¢y et ¢q4.
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Interprétation économique. Dans le panier initial, le dernier euro dépensé en bien 3 rapporte
plus d’utilité que le dernier euro dépensé dans les autres biens. A 'opposé, le dernier euro dépensé

en bien 2 est celui qui rapporte le moins. Le panier n’est donc pas correctement arbitré.

4. Détermination du panier optimal. Etape 1 : écrire les conditions marginales

d’optimalité.
Comme la solution optimale est intérieure, on doit avoir

Um1 Umg_Umg Um4

p1 D2 b3 D4

Compte tenu des utilités marginales calculées ci-dessus, cela donne :

2/61 . 3/02 . 1/63 . 4/64
2 3 4 57

Autrement dit,
1 1 1 4

c1 ¢y des  bes

Etape 2 : en déduire les relations entre les consommations.

Commencons par comparer les deux premiers termes :

11
a o
Comme ¢; > 0 et co > 0, on en déduit
Cl1 = C2
Comparons ensuite . )
o de
On obtient
463 = (1,
soit
1
c3 = —c
3= 4
Enfin, comparons
1 4
C1 N 504
Par produit en croix :
504 = 461
On en déduit
4
c4 = —¢C
1= 50
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Nous avons ainsi exprimé toutes les consommations en fonction de ¢; :

1 4
Cc1, C4y = —Cq.

5

C2 = (1, €3 =

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire.

La contrainte budgétaire est
2c¢1 + 3co + 4es + Hey = 600.

On remplace co, c3 et ¢4 par les expressions obtenues :

1 4
2c1 4+ 3c1 + 4 <4cl> +5 (501) = 600.

1 4
4 (461) =C1, 5 (501> = 461.

Calculons chaque terme :

Donc
2c¢1 + 3c1 + ¢1 + 4e¢1 = 600.
Ainsi,
10¢1 = 600.
On en déduit
c1 = 60.

Etape 4 : calculer les autres consommations.

Comme

Cy = (1,
on obtient

Cy = 60.
Comme )

c3 = —cq,

3= 4
on obtient

c3 = — X 60 =15.
Comme
4

cy = —cq,

1= za
on obtient
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Conclusion. Le panier optimal est

’ (CT7 037 C?;a CZ) == (60, 60, 15, 48) ‘

5. Vérification finale. Vérifions d’abord la contrainte budgétaire :
2x60+3x60+4x15+5 x48.
Calculons :
2 x 60 = 120, 3 x 60 = 180, 4 x 15 = 60, 5 x 48 = 240.

Ainsi,
120 4 180 + 60 + 240 = 600.

La contrainte budgétaire est bien satisfaite.

Vérifions ensuite les utilités marginales par euro dépensé :

2 1 3 1 1 4 1
Um1:@:%, UmQ:@:%, Um3:1—5, Um4:4—8:§.
Donc
Ump 1/30 1
Pl 2 60’
Ums  1/20
D2 3 60’
Ums 1/15
3 4 60’
Ung  1/12
P4 5 60
On a bien

p1 D2 b3 D4

Um1 UTTLQ Umg o Um4

Le panier trouvé est donc bien 'optimum intérieur recherché.

6. Effet d’une multiplication de tous les prix et du revenu par 2. Les nouveaux prix

sont

et le nouveau revenu est
m’ = 1200.

Rappel de cours. Les demandes walrassiennes sont homogenes de degré 0 en prix et revenu.
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Cela signifie que, pour tout A > 0,

x(Ap, Am) = z(p,m).

Ici, tous les prix et le revenu ont été multipliés par le méme facteur A = 2. Le panier optimal ne

change donc pas.

Conclusion. Le nouveau panier optimal est inchangé :

(¢ ¢3¢, i) = (60,60, 15,48).

Interprétation économique. Multiplier tous les prix et le revenu par un méme facteur ne
modifie ni les prix relatifs, ni le pouvoir d’achat réel du consommateur. Il n’y a donc aucun effet

sur le choix optimal. C’est I’expression de I’absence d’illusion monétaire.

Réponse finale.

Le panier (50,70, 10, 50) est budgétairement admissible, mais il n’est pas optimal.
Le consommateur doit augmenter c; et c3, et diminuer cy et c¢4.

Le panier optimal est (60, 60, 15, 48).

Si tous les prix et le revenu sont multipliés par 2, le panier optimal est inchangé.

Corrigé de ’exercice 3
On considere le probleme de choix du consommateur :

max u(cy,cp) = 3¢
c1,c2>0

sous la contrainte budgétaire
8c1 + 4cy = 600

dans la premiere partie de ’exercice.

Comme les préférences sont strictement croissantes en chacun des deux biens, la contrainte

budgétaire est saturée a ’optimum.

1. Vérification de 1’admissibilité budgétaire du panier proposé. On considére le panier
¢ = (30,90).

Sa dépense totale vaut
8 x 30 4+ 4 x 90.
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Calculons :
8 x 30 = 240, 4 x 90 = 360.

Donc

240 4 360 = 600.

Ainsi,
8¢ + 4¢o = 600 = m.

Conclusion. Le panier (30,90) est bien budgétairement admissible.

2. Test d’optimalité du panier proposé. Rappel de cours. Dans le cas d’un optimum

intérieur a deux biens, la condition marginale d’optimalité s’écrit

Um1 o Umg

p1 P2

9

ou, de maniere équivalente,

U
TMSLQ = pfl, avec TMSLQ = 1 .
b2 Umsy

Cela signifie que le dernier euro dépensé dans chacun des deux biens doit procurer le méme

supplément d’utilité.

Calcul des utilités marginales. La fonction d’utilité est

On en déduit :

Le taux marginal de substitution vaut donc

Um; 323 3e

TMS; 5 = = = .
1.2 Umg 20‘%62 2 C1

Evaluation au panier (30,90). On obtient :

390 3 9
™ C)=—-—— = — = — =4,.
S12(0) = 535 =3 X3 =5 =45
Le prix relatif des biens vaut
n_s_,
p2 4



Comme

TMS12(6) = 4,5 #£2 =21,

D2

la condition de tangence n’est pas satisfaite.

Le panier proposé n’est donc pas optimal.

Méme conclusion par les utilités marginales par euro dépensé. Calculons d’abord les
utilités marginales au panier (30, 90).

Pour le bien 1,
Um; (€) = 3 x 30% x 902,

Or
302 = 900, 902 = 8100, 900 x 8100 = 7290 000,

d’out
Um;(¢) = 3 x 7290000 = 21870 000.
Pour le bien 2,
Umy(€) = 2 x 30° x 90.

Or
30° = 27000, 27000 x 90 = 2430000,

donc
Umgy(¢) = 2 x 2430000 = 4 860 000.
Les utilités marginales par euro dépensé valent alors :

Umy(¢) 21870000
D1 8

= 2733750,

Umgy(¢) _ 4 860000
D2

= 1215000.

Ainsi,
Uml(é) > UmQ(E)
D1 P2

Le bien 1 procure davantage d’utilité par euro dépensé que le bien 2.

On retrouve bien que le panier n’est pas optimal.

3. Sens de modification du panier. Puisque

Um Um
Ly 2 ’
p1 D2

le consommateur a intérét a transférer une partie de sa dépense vers le bien 1.
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Autrement dit, il doit :

augmenter c; et diminuer co.

Interprétation via le TMS. Comme

TMS15(e) = 4,5 > 2L = 2,
b2

le consommateur valorise relativement davantage le bien 1 que ne le fait le marché au panier

considéré. Il souhaite donc substituer du bien 1 au bien 2.

4. Détermination du panier optimal pour (pi,p:) = (8,4) et m = 600. Etape 1 :

condition marginale d’optimalité.

A Toptimum intérieur, on doit avoir

TMS; 5 = 2L
D2
Comme 5
TMS;, = o2,
2 C1
on obtient
3 C2 8
- =—-=2,
2 C1 4
On résout cette relation : 5
*Cj =2 — 3co = 4cy.
2 C1
Donc
4
Cy = —cy.
2= 34

Etape 2 : utilisation de la contrainte budgétaire.

La contrainte budgétaire s’écrit
8c1 + 4co = 600.

On remplace co par %cl :

4
8c1 +4 (301> = 600.

Donc 16
8c1 + 301 = 600.

On met au méme dénominateur :

24 1
30 + §6€1 = 600.
Ainsi, 10
3= 600.
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On en déduit 5
c1 = 600 x — = 45.

40
Etape 3 : calcul de cs.
Comme
4
C2 gcla
on obtient

4
02:§><45:60.

Conclusion. Le panier optimal initial est

[(cf,c5) = (45,60). |

5. Détermination du nouveau panier optimal pour (p},p5) = (12,3) et m = 600.

nouveau probléeme du consommateur est :

max C?C%
c1,c2>0

sous la contrainte
12¢1 + 3c2 = 600.
Etape 1 : nouvelle condition marginale d’optimalité.

Le TMS n’a pas changé, car les préférences n’ont pas changé :

TMS, 5 = 52,
’ 2¢c
A Voptimum, il faut donc
3 (&) 12
——= = — =4
2 C1 3
On résout : 5
70*2 = — 3cog = 8cq.
2 C1
Donc
8
Cy = 561.

Etape 2 : utilisation de la nouvelle contrainte budgétaire.

On remplace dans
12¢1 + 3¢co = 600.
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Cela donne

12¢1 + 3 <§Cl> = 600.

Donc
12¢1 4 8¢1 = 600.
Ainsi,
20c; = 600,

d’ou

Cc1 = 30.
Etape 3 : calcul de cs.
Comme

cy = §c

2= gc
on obtient

8
62:§><30280.

Conclusion. Le nouveau panier optimal est

(cf', c) = (30, 80).

6. Comparaison des deux paniers optimaux et commentaire économique. Le panier

optimal initial était

(45,60),
et le nouveau panier optimal est
(30, 80).
On observe donc :
c1 diminue de 45 a 30, co augmente de 60 a 80.

Interprétation économique. Le prix du bien 1 a augmenté, puisqu’il est passé de
8412,
tandis que le prix du bien 2 a diminué, puisqu’il est passé de

43 3.

Le bien 1 est donc devenu relativement plus cher que le bien 2. En effet, le prix relatif est passé
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de

8
ﬂ = - = 2
p2 4
o / 12
Bh_22_y
Dy 3
Comme 'optimum intérieur vérifie
TMS = ﬂ,
p2

le consommateur doit désormais choisir un panier pour lequel le taux marginal de substitution
est plus élevé. Or, dans ce modele,
TMS;z = 22
’ 2cy
Pour que ce rapport augmente, il faut que le rapport
C2
c

augmente lui aussi. C’est exactement ce qui se produit :

60 4 devient 80 8
— == evien — =
45 3 30 3
Le consommateur substitue donc du bien 2 au bien 1, ce qui est conforme a I'intuition économique :
le bien 1 étant devenu relativement plus cher, il est moins consommé, tandis que le bien 2, devenu

relativement moins cher, est davantage consommé.

Vérification finale. Premier optimum. Pour (45, 60),
8 x 45 + 4 x 60 = 360 + 240 = 600.

De plus,
P 360

245

3 4 8
S t_9- 8
2 %3

TMSLQ = 1

Second optimum. Pour (30, 80),
12 x 30 4+ 3 x 80 = 360 + 240 = 600.

Et
380

3 8
TMSLQ:§%—§X§:4:7.

3

Les deux paniers obtenus satisfont donc bien les conditions d’optimalité intérieure dans chacun

des deux environnements de prix.
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Réponse finale.

Le panier (30,90) est budgétairement admissible, mais il n’est pas optimal.
Le consommateur doit augmenter c; et diminuer co.

Le panier optimal initial est (45, 60).

Apres modification des prix, le nouveau panier optimal est (30, 80).

Le consommateur substitue le bien 2 au bien 1, devenu relativement plus cher.

Corrigé de ’exercice 4
On considere le probleme de choix du consommateur :
max u(cy,c2,c3) =In(er) + 21n(e2) + 31n(cs)
€1,C2,C3>

sous la contrainte budgétaire
c1 + 2¢2 + 6c3 = 360.

Comme les préférences sont strictement croissantes sur Ri +, la contrainte budgétaire est saturée

a optimum.

1. Vérification de ’admissibilité budgétaire du panier proposé. On considere le panier
¢ = (40, 40, 40).

Sa dépense totale vaut
1 x40+ 2 x40+ 6 x 40.

Calculons :
1 x 40 = 40, 2 x 40 = 80, 6 x 40 = 240.
Ainsi,
40 4+ 80 + 240 = 360.
Donc

c1 + 2¢3 4+ 6¢3 = 360 = m.

Conclusion. Le panier (40,40,40) est bien budgétairement admissible.

2. Test d’optimalité du panier proposé. Rappel de cours. Dans le cas d’un optimum

intérieur portant sur trois biens, la condition marginale d’optimalité s’écrit

Um1 . Um2 Um3

b1 D2 b3
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Autrement dit, le dernier euro dépensé dans chacun des trois biens doit procurer le méme

supplément d’utilité.
Calcul des utilités marginales. La fonction d’utilité est
u(c1, c2,¢3) = In(c1) + 21In(ez) + 31n(es).

On en déduit :

3
Umlz—, Umng, Umng.
C1 Co C3
Evaluation au panier (40,40, 40). On obtient :
_ 1 _ 2 1 _ 3
Um; (¢) = 10 Umgy(c) = 0= 20 Umgs(c) = 0
Les utilités marginales par euro dépensé valent donc :
Umy(c) 1/40 1
m 1 40’
Umgy(c)  1/20 1
pe 2 40’
Umgz(c)  3/40 1
ps 6 80
On obtient ainsi
Uml(é) . Umz(é) . i ot Umg(é) _ i
P1 P2 40 D3 80

Les trois rapports ne sont donc pas égaux.

Conclusion. Le panier (40,40, 40) n’est pas optimal.

3. Sens de modification du panier. On a

Um1 . Um2 > Um3
b1 P2 b3 '

Cela signifie qu’au voisinage du panier proposé, un euro supplémentaire dépensé dans le bien 1
ou dans le bien 2 rapporte davantage d’utilité qu'un euro supplémentaire dépensé dans le bien 3.
Le consommateur a donc intérét a transférer une partie de sa dépense du bien 3 vers les biens 1

et 2.

Conclusion. Le consommateur doit :

augmenter c; et ca, diminuer c3.
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Interprétation économique. Le bien 3 est ici relativement surconsommé au regard du critere

marginal, alors que les biens 1 et 2 sont relativement sous-consommés.

4. Détermination du panier optimal. Etape 1 : écrire les conditions marginales

d’optimalité.
A Toptimum intérieur, on doit avoir

Um1 . Umg Um3

P p2 p3

En remplagant par les expressions des utilités marginales, on obtient :

/e (2/e2) _ (3/c3)
1 2 6

Cela se simplifie en

Etape 2 : en déduire les relations entre les consommations.

Comparons d’abord les deux premiers termes :

Comme ¢; > 0 et co > 0, on en déduit

Comparons ensuite le premier et le troisieme terme :

1

C1 N 203.
On obtient

203 =C1.
Donc

C3 = 501.

Nous avons ainsi exprimé toutes les consommations en fonction de c; :

1
C2 = Cq, 032501'

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire.

La contrainte budgétaire est
c1 + 2¢co 4 6¢3 = 360.
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En remplacant co et c3, on obtient :

1
c1+2c1+6 (201> = 360.

Calculons : )
6 (201) = 301.
Donc
c1 + 2¢1 4 3¢; = 360.
Ainsi,
6¢c1 = 360.
On en déduit
c1 = 60.

Etape 4 : calculer les autres consommations.

Comme

Cy = (1,
on obtient

co = 60.
Comme )

c —c1,

3= 54
on obtient

C3 = 30.

Conclusion. Le panier optimal est

(¢}, c5, c5) = (60,60,30).

5. Effet d’'une augmentation du revenu a prix inchangés.

m’ = 540,
tandis que les prix restent égaux a

p1 =1, p2 = 2, p3 = 6.

Le revenu devient

Rappel de cours. Dans les cas d’utilité logarithmique pondérée, les demandes optimales sont

proportionnelles au revenu. A prix donnés, si le revenu est multiplié par un certain facteur, les
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consommations optimales sont multipliées par ce méme facteur.

Autrement dit, pour des prix fixés,

z(p,m) = ma(p,1).

Ici, le revenu passe de

360 a 540.
Le facteur multiplicatif est donc

540 _ 3

360  2°

Le nouveau panier optimal s’obtient donc en multipliant chaque composante du panier optimal

e 3.
initial par 5 :

3

¢il = 5 x 60 = 90,
3

¢5 = 3 x 60 = 90,
3

¢ =5 x30=45

Conclusion. Le nouveau panier optimal est

(¢t ¢3,c3) = (90,90, 45).

6. Comparaison des deux paniers optimaux et interprétation économique. Le premier

panier optimal est
(60, 60, 30),

et le second est
(90,90, 45).

On observe que chaque quantité a été multipliée par

3

5"

Interprétation économique. Les prix n’ayant pas changé, les arbitrages relatifs du consomma-

teur ne sont pas modifiés. Le rapport entre les consommations optimales reste donc inchangé :

1
Cc1 = C2 et c3 = 561.

L’augmentation du revenu permet simplement d’atteindre une courbe d’indifférence plus élevée

tout en conservant la méme structure de consommation relative.

46



Autrement dit :

— les proportions optimales entre les biens restent inchangées ;

— les niveaur de consommation augmentent dans la méme proportion que le revenu.

C’est une propriété caractéristique des préférences logarithmiques pondérées, plus généralement

des préférences qui engendrent des parts budgétaires constantes.

Vérification finale. Premier optimum. Pour (60,60, 30),

60 42 x 60 4 6 x 30 = 60 + 120 + 180 = 360.

De plus,
Um; 1/60 1
D1 B 1 - 60’
Umy  (2/60) 1
T2 W
Ums  (3/30) 1/10 1
6 6 60

Second optimum. Pour (90, 90, 45),

90 4+ 2 x 90 4 6 x 45 = 90 4 180 + 270 = 540.

Et
Um; 1/90 1
P1 - T - %’
Um,  (2/90) 1
;290
Ums  (3/45) 1/15 1
s 6 6 90

Dans les deux cas, les conditions marginales d’optimalité sont bien vérifiées.

Réponse finale.

Le panier (40, 40, 40) est budgétairement admissible, mais il n’est pas optimal.
Le consommateur doit augmenter c; et ¢z, et diminuer cs.
Le panier optimal initial est (60, 60, 30).

Lorsque le revenu passe a 540, le nouveau panier optimal est (90,90, 45).

. . s 3
Les consommations optimales sont multipliées par 5 comme le revenu.
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Corrigé de I’exercice 5
On considere le probleme de choix du consommateur :

2 3
max  u(cy,c2,c3,C4) = ClCacycs
€1,¢2,¢3,c4>0

sous la contrainte budgétaire
2c¢1 + 3co + 4eg + 6¢4 = 840.

Comme les préférences sont strictement croissantes en chacun des quatre biens, la contrainte

budgétaire est saturée a ’optimum.

1. Vérification de ’admissibilité budgétaire du panier proposé. On considere le panier
¢ = (90,40, 90, 30).

Sa dépense totale vaut
2x90+3x40+4 x90+6 x 30.

Calculons terme a terme :
2 x 90 = 180, 3 x 40 = 120, 4 x 90 = 360, 6 x 30 = 180.
Ainsi,
180 + 120 + 360 + 180 = 840.
Donc

2¢1 + 3¢o + 4¢3 + 6¢4 = 840 = m.

Conclusion. Le panier ¢ = (90,40, 90, 30) est bien budgétairement admissible.

2. Test d’optimalité du panier proposé. Rappel de cours. Dans le cas d’un optimum

intérieur portant sur plusieurs biens, la condition marginale d’optimalité s’écrit

Um1 _ Umg Umg o Um4

Y41 P2 p3 P4
Autrement dit, le dernier euro dépensé dans chacun des biens doit procurer le méme supplément
d’utilité.

On peut également raisonner a partir des taux marginaux de substitution, mais avec quatre biens
il est plus commode de comparer directement les rapports
Umj

pj
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Calcul des utilités marginales. La fonction d’utilité est
u(cy, c2, 3, ¢4) = cheacacy.
On en déduit :
Um1 = 261020%64,
Umy = c3c3ey,
Umg = 30%020304,

Umy = c%@cg.

Evaluation en ¢ = (90, 40, 90, 30).

On pourrait remplacer directement les quantités dans les quatre expressions précédentes, mais
cela conduirait & des nombres tres grands. Il est plus élégant d’utiliser la structure Cobb-Douglas

de la fonction d’utilité.

En effet, pour une utilité de la forme

u(cry ... en) =it e,
on a
U
Umj = Ozjf.
Cj
Ici, les exposants sont
ap =2, ag =1, as = 3, ag =1
Donc
u u u
Ump = 2—, Ump = —, Umg = 3—, Umy = —
1 c2 €3 C4
Par conséquent,
Um;  2u Ume Umz  3u Umny
p per P2 paca’ p3  p3cs’ pa paca
Comme u > 0, il suffit de comparer les quantités
2 1 3 1
picr’ paca’ p3c3’ pacs
Au panier ¢ = (90,40, 90, 30), on obtient :
2 2 2 1

piei 2x90 180 90

1 1 1

Dpaco 3 x 40 N ﬁ’
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3 3 3 1

pscs  4x90 360 120’
1 1 1

pica  6x30 180

Ainsi,

Uml(é) S Umg(é) . Um3<5) > Um4(5)
p1 P2 p3 pa

Les quatre rapports ne sont pas égaux.

Conclusion. Le panier ¢ n’est pas optimal.

3. Sens de modification du panier. On a

n p2 b3 2!

U U U U
mp Ump  Ymg  Umg

Le bien 1 est donc celui qui procure, au voisinage du panier considéré, le plus d’utilité supplé-

mentaire par euro dépensé. A l'inverse, le bien 4 est celui qui en procure le moins.
Le consommateur doit donc transférer une partie de sa dépense du bien 4 vers le bien 1.

On remarque en outre que les biens 2 et 3 sont déja correctement arbitrés I'un par rapport a

I’autre, puisque
Um2 - Um3

P2 p3

Ils ne sont donc pas ceux qui appellent en priorité une correction.

Conclusion. Le sens du réajustement est :

augmenter c; et diminuer cy.

Interprétation économique. Le panier proposé consacre trop de dépense au bien 4 et pas

assez au bien 1, au regard du critére marginal d’optimalité.

4. Détermination du panier optimal. Etape 1 : écrire les conditions marginales

d’optimalité.
A Doptimum intérieur, on doit avoir

Um1 o Um2 Um3 . Um4

b1 b2 D3 y2
En utilisant
U U U U
Um1 = 2*, Umg = —, Um3 = 3*, UIIl4 = —,
c1 C2 C3 C4
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on obtient
2u/cy  ufca  3Bufes  u/cy

2 3 4 6
Comme u > 0, on peut simplifier par u, ce qui donne

1 1 3 1

c1 3¢ - des 6oy

Etape 2 : en déduire les relations entre les consommations.

Comparons d’abord les deux premiers termes :

L1
C1 - 302
On en déduit
3co = ¢,
soit
1
Cy = gCl.

Comparons ensuite le premier et le troisieme terme :

3
C1 N 403.
Par produit en croix :
403 = 361.
Donc
3
c3 = —Cy.
3= 44

Enfin, comparons le premier et le quatrieme terme :

11

g 6y
On obtient

bcy = C1,
soit

1
cy = —cj.
1= g4

Nous avons ainsi exprimé toutes les consommations en fonction de ¢; :

1 3 1
Cy = —C C3 = —C Cy = —C1.
2 3 1, 3 4 1, 4 6 1

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire.
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La contrainte budgétaire est
2c1 4+ 3co + 4eg + 6¢4 = 840.

On remplace ¢, c3 et ¢4 :

1 3 1
2 - 41— - = 840.
c1+3(3c1> + (401) +6(601) 840

Calculons chaque terme :

1 3 1
3 <301> = (1, 4 <4C1> = 301, 6 <6cl> =Cq.

Donc
2c1 + c1 + 3¢1 4+ ¢1 = 840.
Ainsi,
Tc1 = 840.
On en déduit
c1 = 120.

Etape 4 : calculer les autres consommations.

Comme .
Cy = gcl,
on obtient )
02:§><120:40.
Comme
3
c3 = cha
on obtient 5
C3ZZX120:90'
Comme .
C4 6017
on obtient

1
04:6><120:20.

Conclusion. Le panier optimal est

(¢, 5. 5. ¢) = (120,40, 90, 20).
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5. Nouveau panier optimal lorsque ps; devient égal & 3. Le nouveau vecteur de prix est

p1:27 p2:37 p3:47 pﬁL:?’)

et le revenu demeure
m = 840.

Le nouveau probleme est donc :

max C% C2 Cg C4
c1,¢2,¢3,c4>0

sous la contrainte

2c1 4+ 3¢y + 4eg + 3¢y = 840.

Etape 1 : nouvelles conditions marginales d’optimalité.

On doit avoir
Um;  Ump  Umz Umy
2 3 4 3

En simplifiant par u, comme précédemment, cela devient

On en déduit :

1
3co = ¢ — Cy = gcl,

3
4c3 = 3¢ — c3 = cha

1
3cq = 1 == c4 = gcl.

Etape 2 : utiliser la nouvelle contrainte budgétaire.

On remplace dans
2¢1 + 3co + 4es + 3¢y = 840.

1 3 1
2c1 +3 (301) +4 (401) +3 (301) = 840.

Cela donne

Donc
2c1 4+ ¢1 + 3¢1 + ¢ = 840.
Ainsi,
Tc1 = 840.
On en déduit encore
c1 = 120.
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Par suite,

1

e = 5 x 120 = 40,
3

e5 = x 120 =90,
1

e1 =3 x 120 = 40.

Conclusion. Le nouveau panier optimal est

(et ¢y, ¢y, ¢}) = (120,40, 90, 40).

6. Comparaison des deux paniers optimaux et commentaire économique. Le premier
panier optimal est
(120,40, 90, 20),

et le second est
(120, 40, 90, 40).

On observe que :

c1 ne change pas, co ne change pas, c3 ne change pas, ¢4 double.

Interprétation économique. Le prix du bien 4 a été divisé par 2, puisqu’il est passé de
6 a 3.

Dans ce type de préférences Cobb—Douglas, le consommateur consacre une part budgétaire

constante & chaque bien. Ici, 'exposant du bien 4 vaut 1, et la somme des exposants vaut
24+1+3+1="7.

La part du revenu consacrée au bien 4 est donc

1

=
Comme le revenu n’a pas changé, la dépense optimale consacrée au bien 4 reste égale a
1
= x 840 = 120.

Lorsque le prix du bien 4 est égal a 6, cela donne

120
Cq4 = ? = 20.
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Lorsque le prix du bien 4 devient égal a 3, on obtient

120
= — =40.
C4q 3

La quantité optimale du bien 4 double donc, tandis que les dépenses allouées aux autres biens et

leurs prix restent inchangés. Les quantités optimales des autres biens restent alors inchangées.

Point conceptuel important. Le changement de prix du bien 4 modifie la quantité optimale
achetée de ce bien, mais il ne modifie pas ici les dépenses optimales consacrées & chacun des

biens, car celles-ci sont déterminées par des parts budgétaires fixes.

Vérification finale. Premier optimum. Pour (120,40, 90, 20),

2x120+3 x40 +4 x 90+ 6 x 20 = 240 + 120 4 360 + 120 = 840.

Second optimum. Pour (120,40, 90, 40),

2x120+3 x40+ 4 x 90+ 3 x 40 = 240 + 120 4 360 + 120 = 840.

Dans les deux cas, les conditions budgétaires sont bien vérifiées, ainsi que les égalités des utilités

marginales par euro dépensé.

Réponse finale.

Le panier (90, 40,90, 30) est budgétairement admissible, mais il n’est pas optimal.
Le consommateur doit augmenter c¢; et diminuer cy.

Le panier optimal initial est (120, 40, 90, 20).

Lorsque p4 passe de 6 & 3, le nouveau panier optimal est (120, 40, 90, 40).

La quantité optimale du bien 4 double, tandis que les autres quantités restent inchangées.

Corrigé de ’exercice 6
On considere le probleme de choix du consommateur :
_ 2 2
max  u(cy,ca,c3,04) = cCac3C]
c1,c2,¢3,c4>0

sous la contrainte budgétaire

qc1 + 2qco + 3qcs + 6qcy = 360q.
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Comme les préférences sont strictement croissantes en chacun des biens, la contrainte budgétaire

est saturée a l'optimum.

1. Vérification de 1’admissibilité budgétaire du panier proposé. On considére le panier
¢ = (90,30, 20, 25).

Sa dépense totale vaut
q x 90 4 2q x 30 4+ 3q x 20 + 6g x 25.

Calculons terme a terme :
q x 90 = 90q, 2q x 30 = 60q, 3q x 20 = 60q, 6g x 25 = 150q.
Ainsi,
90q + 60q + 60q 4+ 150q = 360q.
Donc

gc1 + 2gca + 3qcs + 6gcy = 360g = m.

Conclusion. Le panier (90,30, 20, 25) est bien budgétairement admissible pour tout ¢ > 0.

2. Test d’optimalité du panier proposé. Rappel de cours. Dans le cas d’un optimum

intérieur portant sur plusieurs biens, la condition marginale d’optimalité s’écrit

Um1 . Um2 Um3 . Um4

p1 D2 b3 yZt

Autrement dit, le dernier euro dépensé dans chacun des biens doit procurer le méme supplément
d’utilité.

Dans un probleme a quatre biens, il est souvent commode de comparer directement les rapports

Um;

pj

Calcul des utilités marginales. La fonction d’utilité est
_ 2 2
U(Cl, C2, C3,C4) = ¢]C2C3Cy.

On en déduit :

Um1 = 26102036?1,
Umgy = ciescs,

Umgs = cieac,
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Umy = 20?020304.

Simplification utile. Comme la fonction d’utilité est de type Cobb—Douglas, on peut écrire

U U U U
Um1 = 2*, Umg = — Um3 = — Um4 =2—.
c1 Co c3 Cy
Par conséquent,
Um;, _ 2u Umy _u Umg _u Umy _ 2u
p1 picr P2 paca’ p3 pacs’ P4 pacs

Comme u > 0, il suffit de comparer les quantités suivantes :

2 1 1 2

b b b .
pica p2c2 pscs3 Pacyq

Evaluation au panier ¢ = (90, 30, 20, 25). On obtient :

22 1
pict qx90  45¢’
B S
paca 2¢x 30  60q°
111
p3cz 3¢ x 20  60q°
2 2 2 1

pica  6gx25 150  75q¢

Ainsi,
Uml(E) > Umz(é) . Umg(é) > Um4(5)
P1 P2 P3 Py

Les quatre rapports ne sont donc pas égaux.

Conclusion. Le panier ¢ n’est pas optimal.

3. Sens de modification du panier. Au panier proposé, le bien 1 est celui qui procure le
plus d’utilité supplémentaire par euro dépensé, tandis que le bien 4 est celui qui en procure le

moins.

En (fﬁbt,
U m U m U mes U m

b1 b2 b3 yZt

Le consommateur doit donc transférer une partie de sa dépense du bien 4 vers le bien 1.

On remarque en outre que les biens 2 et 3 sont déja correctement arbitrés I’'un par rapport a
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I’autre, puisque

b2 D3

Le réajustement principal concerne donc ici les biens 1 et 4.

Um2 Um3

Conclusion. Le consommateur doit :

augmenter c; et diminuer cy.

4. Détermination du panier optimal en fonction de ¢. Etape 1

marginales d’optimalité.
A Toptimum intérieur, on doit avoir

Um1 - Umg Umg _ Um4

n p2 p3 2!

En utilisant les expressions précédentes, cela donne :

2u/ct  ufca  wufcs  2ufeq

q 2q 3q 6q

: écrire les conditions

Comme u > 0 et ¢ > 0, on peut simplifier par u puis par g. On obtient :

2 1 1 1

c1 2 3c3  3cq

Etape 2 : en déduire les relations entre les consommations.

Comparons d’abord les deux premiers termes :

2 J—

C1 N 262
Par produit en croix,

402 =C
Donc

1
co = —cj.
2= A

Comparons ensuite le premier et le troisieme terme :

2 1

1 3¢y
Par produit en croix,

6c3 = ;.
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Donc

1
€3 = —Cf1.
3= 54

Enfin, comparons le premier et le quatrieme terme :

2 1

C1 N 304
On obtient de méme

6cqy = 1.
Donc

1
cy = —cq.
1= A

Nous avons ainsi exprimé toutes les consommations en fonction de c¢; :

1 1 1
C2 = —C1, €3 = ~C1, €4 = 661'

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire.

La contrainte budgétaire est
qc1 + 2qce + 3qcs + 6qcy = 360q.
Comme g > 0, on peut diviser les deux membres par g. Il vient :

c1 + 2¢o + 3cg + 6¢4 = 360.

On remplace ensuite co, c3 et ¢4 par les relations obtenues :

1 1 1
c1+ 2 (461) +3 (661> +6 (661> = 360.

Calculons chaque terme :

1 1 1 1 1
2 —_ = — —_ = — —_ = .
(401) 261, 3(661) 261, 6(661> C1

Donc ) .
c1 + 561 + 561 + ¢1 = 360.
Ainsi,
3c1 = 360.
On en déduit
c; = 120.
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Etape 4 : calculer les autres consommations.

Comme .
Cy = cha
on obtient .
02:1x120:30.
Comme )
c —c1,
3= ¢l
on obtient )
03:6><120:20.
Et comme )
Cq4 = 6617
on obtient

1
04:6><120:20.

Conclusion. Le panier optimal est

[(¢f, 3.5, ¢}) = (120,30,20,20).

5. Pourquoi ce panier optimal est-il indépendant de ¢7 Le panier optimal obtenu est
(120, 30, 20, 20),
et il ne dépend pas du parametre q.

Premiére explication : par le calcul. Dans les conditions marginales d’optimalité, chaque prix
contient le facteur commun ¢. Ce facteur se simplifie entierement. De méme, dans la contrainte
budgétaire,

ger + 2qeg + 3qeg + 6gcq = 360g,

on peut diviser par g, ce qui donne
c1 + 2c2 + 3c3 + 64 = 360.
Le probléeme du consommateur devient donc exactement le méme que si

q=1.

Deuxiéme explication : par I’homogénéité de degré 0. Les demandes walrassiennes sont
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homogenes de degré 0 en prix et revenu. Cela signifie que, pour tout A > 0,

x(Ap, Am) = z(p,m).

Ici, le vecteur de prix est
(qv 2(L 3Q7 6q) = Q(lv 27 37 6)7

et le revenu vaut
m = 360q = q x 360.

Autrement dit, prix et revenu sont tous multipliés par le méme facteur q. Les demandes optimales

ne peuvent donc pas changer.

Interprétation économique. Seuls les prix relatifs et le pouvoir d’achat réel importent. Le
parametre g ne fait que changer 'unité monétaire dans laquelle les prix et le revenu sont exprimés.

Il n’affecte pas le choix réel du consommateur.

6. Nouveau panier optimal lorsque les prix deviennent (¢, q,6¢,6g). Le nouveau vecteur

de prix est
/

Pi=q¢  pPy=q,  p3=06q,  pj=06q,
et le revenu demeure
m = 360q.

Le nouveau probléme du consommateur est donc :

max C% CoC3 CZ
€1,¢2,¢3,c4>0

sous la contrainte

qc1 + qca + 6qcs + 6gcy = 360q.
Etape 1 : nouvelles conditions marginales d’optimalité.
A Toptimum intérieur, on doit avoir

Um1 _ Um2 _ Um3 _ Um4

q q 6q 6g

En remplacant les utilités marginales par

u u u u
Uml = 277 Um? = Um3 = Um4 = 2*7
c1 co c3 ca

puis en simplifiant par u et par ¢, on obtient
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Autrement dit,

Etape 2 : en déduire les relations entre les consommations.

Comparons les deux premiers termes :

1
C1 - 02.
On en déduit
c1 = 2cy,
soit
1
cyg = —cC
2= 54
Comparons le premier et le troisieme terme :
2 1
¢ 6es3
Par produit en croix,
1203 = C1.
Donc
1
c3 = —c1.
3= 15¢1

Comparons enfin le premier et le quatrieme terme :

2 1
C1 - 304.
On obtient
604 =C1.
Donc
1
C4y = —=C
4 6 1
Nous avons ainsi :
1 1 1
Ccy = —cC c —c c —c
2= 5 3= 190 4 6 1

Etape 3 : utiliser la nouvelle contrainte budgétaire.

La contrainte budgétaire est

qc1 + qce + 6qces 4 6gcq = 360q.
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Comme g > 0, on divise par q :

c1 + ¢c2 + 6¢3 + 6c4 = 360.

En remplacant :

+1 +6<1 >+6<1 )—360
C1 201 1261 661 = .

Calculons :
6 <101> = 1cl, 6 <1cl> =cy.
12 2 6
Donc
1 1
c1 + 501 + 501 + ¢1 = 360.
Ainsi,
3c1 = 360.
D’ou
c1 = 120.

Etape 4 : calculer les autres consommations.

Comme .
C2 5613
on obtient
Cy = — X 120 = 60
Comme .
C3 ﬁch
on obtient
c3 = — x 120 = 10.
Comme .
Cq = gcla
on obtient

1
04:6><120:20.

Conclusion. Le nouveau panier optimal est

(et ey ey ci) = (120,60, 10,20).
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7. Comparaison des deux paniers optimaux et commentaire économique. Le premier

panier optimal était
(120, 30, 20, 20),

et le second est
(120,60, 10, 20).

On observe donc que :

c1 est inchangé, co double, c3 est divisé par 2, c4 est inchangé.

Interprétation économique. Par rapport a la situation initiale :

— le bien 2 devient relativement moins cher, puisque son prix passe de 2q a q;
— le bien 3 devient relativement plus cher, puisque son prix passe de 3q a 6q;

— les prix des biens 1 et 4 restent inchangés.

Comme les préférences sont de type Cobb—Douglas, le consommateur consacre des parts budgé-

taires constantes & chaque bien. La somme des exposants vaut
24+14+1+2=6.
Les parts budgétaires sont donc :
2 1 . 1 . 1 . 2 1 .
— = — pour le bien 1, — pour le bien 2, — pour le bien 3, — = — pour le bien 4.
6 6 6 6 3
Le revenu étant inchangé, les dépenses optimales consacrées a chacun des biens restent :

1
3 x 360g = 120q pour le bien 1,

1
6 x 360q = 60q pour le bien 2,
1 .
6 x 360g = 60g pour le bien 3,
1 .
3 x 360g = 120q pour le bien 4.
Des lors :
cy = 60q =60 au lieu de 0q = 30,
q 2q
si bien que ¢y double,
«t 60 60
c3 = 24 10 au lieu de 24 20,
6q 3q
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si bien que c3 est divisé par 2.

En revanche, comme les prix des biens 1 et 4 n’ont pas changé, leurs quantités optimales restent

inchangées.

Vérification finale. Premier optimum. Pour (120, 30, 20, 20),

g x 120 4+ 2¢ x 30 + 3¢ x 20 + 6q x 20 = 120q + 60q + 60g + 120g = 360q.

Second optimum. Pour (120,60, 10, 20),

q X 120 4+ g x 60 4 6g x 10 4+ 6q x 20 = 120q + 60q + 60q + 120 = 360q.

Dans les deux cas, la contrainte budgétaire est bien satisfaite et les utilités marginales par euro

dépensé sont bien égales.

Réponse finale.

Le panier (90, 30, 20, 25) est budgétairement admissible, mais il n’est pas optimal.
Le consommateur doit augmenter c¢; et diminuer cy.

Le panier optimal initial est (120, 30, 20, 20).

Ce panier est indépendant de ¢, par homogénéité de degré 0 des demandes.

Avec les nouveaux prix (g, q,6q,6¢), le nouveau panier optimal est (120, 60, 10, 20).

Le bien 2 est davantage consommé car il devient relativement moins cher, tandis que le bien 3 est moins cons

65



3 Théorie du producteur

3.1 Rappels théoriques
1. Le probléme du producteur

On considére une entreprise qui produit un bien homogene en utilisant n facteurs de production.

Les quantités de facteurs sont notées
x=(z1,...,2,) € R,
et la quantité produite est donnée par une fonction de production

q=f(z1,...,xn).

Les prix des facteurs sont notés

w=(wy,...,wy) € R} .

Dans tout ce recueil, on se place dans le cadre de la concurrence pure et parfaite, sans temps,
sans incertitude, et I’'on suppose que les solutions étudiées sont intérieures. Cela signifie que,

dans les exercices, les quantités optimales de facteurs vérifient

x; >0 pour tout 5 =1,...,n.

La théorie statique du producteur repose sur deux problemes fondamentaux :

— la minimisation du cotiit pour produire une quantité donnée ;

— la maximisation du profit lorsque le prix du bien produit est donné.

2. Le programme de minimisation des cofits

Pour produire une quantité donnée ¢ > 0, 'entreprise choisit ses facteurs de maniere a minimiser
son cofit total :

min  wix + -+ WpTy
Z1y0s2n >0

sous la contrainte technologique
f(.’Bl, e ,.ZL‘n) Z (j

Principe fondamental. Si la fonction de production est croissante en chacun des facteurs,
il n’est jamais optimal de produire strictement plus que la quantité demandée. En effet, cela

nécessiterait une dépense inutile.

66



La contrainte technologique est donc saturée a 'optimum :

’f(xl,...,a:n):(j.‘

Dans le cas de deux facteurs z1 et z9, le programme devient

min  wixri] + waTo
1,220

sous la contrainte
f(x1,22) = q.

Dans le cas de trois facteurs x1, x2, 3,

min  wir1 + waTo + w3Ts
z1,22,2320

sous la contrainte

f(x1, 22, 23) = q.

3. Productivités marginales et interprétation économique

La productivité marginale du facteur j est définie par

Pmj(z) = agij)

Elle mesure I'augmentation de la production résultant d’une tres légere augmentation du facteur

7, tous les autres facteurs étant maintenus constants.

Le rapport
ij

wj

mesure la production marginale par euro dépensé dans le facteur j.

Interprétation économique. Si, pour deux facteurs ¢ et j,

Pm; _ Pm;
> )
w; wy

alors un euro supplémentaire dépensé dans le facteur i procure plus de production qu’un euro

supplémentaire dépensé dans le facteur j.

A production donnée, I'entreprise peut alors réduire son coiit en :

augmentant x; et diminuant x;.
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A Toptimum intérieur de coiit minimal, les productions marginales par euro dépensé doivent étre

égales :

Pm;  Pmy _ Pm,

w1 w2 Wnp,

C’est la condition marginale fondamentale de minimisation des coiits.

4. Le taux marginal de substitution technique

Dans le cas de deux facteurs x1 et xo, on définit le taux marginal de substitution technique du

facteur 1 au facteur 2 par

p
TMST, 5 = — oL,
’ Pms

Le TMST 2 mesure la quantité du facteur 2 que l'entreprise peut économiser lorsqu’elle augmente

légerement le facteur 1, a production constante.

N

A Doptimum intérieur de minimisation des cofits, on a

Pm1 . ng

w1 w9
Cette relation se réécrit
Pm1 w1
Pmy  wo
Donc
w1
TMST 2 = —.
w2

Interprétation économique. Le taux auquel la technologie permet de substituer un facteur a

I’autre doit étre égal au taux auquel le marché échange ces deux facteurs.

Si

TMSTLQ > ﬂ,
w2

alors le facteur 1 est technologiquement trop performant relativement a son cofit. L’entreprise
doit augmenter x; et réduire xs.
A Dinverse, si
w
TMSTLQ < 71,
w2

elle doit diminuer z; et augmenter .
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5. Cas a trois facteurs

Lorsque 'entreprise utilise trois facteurs x1, x2, x3, la logique économique est exactement la

méme que dans le cas a deux facteurs. A 'optimum intérieur, on doit avoir

Cela équivaut a deux égalités indépendantes, par exemple

Pm1 ng ng

w1 w9 w3 .

Pm; w1 ; Pm;
- = = e R
ng w2 ng

Autrement dit,

wq

w2

TMSTLQ = — et TMSTLg = —.

wq

w3

Point pédagogique important. Le passage de deux a trois facteurs ne modifie pas la structure

du raisonnement. Il faut simplement écrire et exploiter plusieurs relations marginales de méme

nature.

6. Méthode générale de résolution d’un probléme de coiit minimal

Dans les exercices de théorie du producteur, on procedera systématiquement selon les étapes

suivantes.

Etape 1.

Etape 2.

Etape 3.

Etape 4.

Etape 5.

Ecrire la contrainte technologique sous forme d’égalité :

f(xl,...,xn) = q

Calculer les productivités marginales

Pmy,...,Pm,.

Ecrire les conditions marginales d’optimalité :

Pm; _ Pm,

wy wy,

En déduire des relations entre les facteurs.

Reporter ces relations dans la contrainte technologique.
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Etape 6. En déduire les demandes conditionnelles de facteurs, puis le coiit total minimal.

Dans le cas de deux facteurs, cette méthode revient souvent a utiliser :

TMST; 2 = w et f(z1,22) = q.
w2

Dans le cas de trois facteurs :

Il
Ll

= = et f(x1, 22, x3)

7. Fonction de cofit, coilit moyen et cotit marginal

La fonction de cofit total est la dépense minimale nécessaire pour produire § :

Une fois cette fonction obtenue, on définit :

le colit moyen, et
_ 0C(q,w)
Cm =0
(q) 04

le colit marginal, lorsque la dérivée existe.

Interprétation économique.

— le cofit moyen mesure le cotlit par unité produite;

— le coflit marginal mesure le cotit d’une unité supplémentaire.

Dans un grand nombre d’exercices, le colit marginal est croissant lorsque la technologie présente
des rendements décroissants a 1’échelle, et constant lorsque la technologie présente des rendements

constants a 1’échelle.

8. Maximisation du profit et offre du producteur concurrentiel

Sous concurrence pure et parfaite, I’entreprise prend comme donné le prix p > 0 du bien qu’elle

produit. Elle choisit la quantité ¢ afin de maximiser son profit :

7(q) = pq — C(q,w).
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Le programme du producteur s’écrit donc

- C .
max pq (g, w)

Lorsque la solution est intérieure et que la fonction de cofit est dérivable, la condition d’optimalité
s’écrit :

p=Cm(q).

Stati 5 i . ntrepri ugmen roduction tant qu I rocuré
Interprétation économique. L’entreprise a ente sa production tant que la recette procurée
par une unité supplémentaire, c’est-a-dire p, est supérieure au colit supplémentaire, c’est-a-dire

Cm(q). A Poptimum, on doit avoir égalité entre les deux.

La fonction d’offre du producteur concurrentiel est donc obtenue en résolvant

p=Cm(q)

par rapport a q.

9. Formulation équivalente en facteurs
On peut aussi raisonner directement en facteurs. Le profit s’écrit alors

m(x) =pf(x) —wizy — - — wpy.

Dans une solution intérieure, les conditions marginales de maximisation du profit s’écrivent

pPmy = wyq, pPmsy = wo, e pPm,, = w,.

Interprétation économique. La valeur de la productivité marginale de chaque facteur doit

étre égale a son prix.
Autrement dit, le dernier euro dépensé dans un facteur doit rapporter exactement un euro de

recette supplémentaire.

En divisant par p, on obtient
wy
Pm; = —.

En divisant deux conditions entre elles, on retrouve immédiatement

Pm; w;

= )

Pm; wj

c’est-a-dire
W;
TMST; ; = —.
9.
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10. Fonctions de production Cobb—Douglas
On rencontre tres souvent des fonctions de production de type Cobb—Douglas :

flz,... zp) = Axft i, A>0, a; > 0.

a) Productivités marginales. Pour chaque facteur 7,

of

ij: aw
J

Dans le cas Cobb—Douglas, on obtient la relation tres utile

q
Pm;, = a;—.
J T

J

Exemple. Si
q=KYAL\/?,

alors

1gq 1gq
Pmg =-L, Pmy=-4
M=K ML=9T

b) Taux marginal de substitution technique. Dans le cas Cobb—Douglas, on a

TMST,, — 22 _ %75

ij Qj Tj

Ainsi, pour
¢=KL”,

on obtient

L
TMM%L:%E.

c) Rendements a I’échelle. La somme des exposants
p=ar+--tam

détermine les rendements a 1’échelle :

p <1 rendements décroissants a 1’échelle,
p =1 rendements constants a 1’échelle,

p > 1 rendements croissants a ’échelle.
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11. Théoréme d’Euler, parts factorielles et profit

Si la fonction de production est homogene de degré p, le théoréme d’Euler donne :

n
Zijacj = pq.
j=1

En multipliant par le prix du bien p, on obtient

n
pz Pmjx; = ppq.
j=1

Or, en concurrence pure et parfaite, a 'optimum,

pPm; = wj.
Donc
n
> wjiz; = ppg.
j=1

Conclusion. Le cofit factoriel total représente la part p du chiffre d’affaires, et le profit vaut
n
m=pq— Y wiz; = (1—p)pq.
j=1

Ainsi,

m=(1—-ppg| et Pl

Cette relation est particulierement utile dans les exercices.
En particulier :

— si p=1, alors

— si p < 1, alors
m > 0;

— dans une fonction Cobb—Douglas, la part de chaque facteur dans le chiffre d’affaires est

égale a son exposant.

Exemple. Si
qg= K1/4L1/2,

alors . . 5 )
rK = —pq, wl = Spg, = (1 - ) Pq = ~1q.



12. Cas important des rendements constants a 1’échelle

Si la fonction de production est homogene de degré 1, I’entreprise présente des rendements

constants a 1’échelle. Dans ce cas :

— le cofit total est proportionnel & la production ;
— le cofit moyen est constant ;
— le coflit marginal est égal au coiit moyen ;

— a I’équilibre concurrentiel, on a

p=CM = Cm;

— le profit est nul.

Interprétation économique. Lorsque doubler tous les facteurs double exactement la production,
I’entreprise ne bénéficie ni d’un avantage ni d’'un désavantage de taille. En concurrence parfaite,

cette propriété conduit a 'annulation du profit.

13. Homogénéité et absence d’illusion nominale du c6té du producteur

La fonction d’offre du producteur concurrentiel est homogene de degré 0 en tous les prix. Cela

signifie que, pour tout A > 0,

¢* (\p, M) = ¢*(p, w).|

De méme, les demandes de facteurs issues de la maximisation du profit sont homogenes de degré

0 en tous les prix :

’x*()\p, Aw) = x*(p,w). ‘

Interprétation économique. Si le prix du bien et tous les prix des facteurs sont multipliés par

un méme facteur, les choix réels de I’entreprise ne changent pas. Seuls les prix relatifs importent.

14. Sur le taux marginal de transformation

Dans les exercices de ce recueil, I’entreprise produit un seul bien a partir de plusieurs facteurs.

Le taux marginal de transformation entre deux biens n’intervient donc pas directement.

Plus généralement, dans un cadre multi-produits, le TMT entre deux biens mesure le taux auquel
la technologie permet de transformer la production d’un bien en production de I'autre. Dans le
présent recueil, 'outil central de la théorie du producteur reste cependant le TMST, car il s’agit

d’une théorie du producteur & un seul output et plusieurs inputs.
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15. Synthése des relations essentielles

Pour résoudre les exercices de théorie du producteur figurant dans ce recueil, les relations

fondamentales & maitriser sont les suivantes :

(contrainte technologique saturée),

Pm; Pmy _ Pm,

w1 w2 Wr,

(condition marginale de minimisation des coiits),

P . .
TMST; ; = PT? = ;i
J J

(condition de tangence entre isoquante et isocofit),

_ _ C(q,w _ oC(q,w
cw),  om@ =LY (g = 200
q q
(fonctions de cofit),
p=Cm(q)

(condition d’offre du producteur concurrentiel),

(condition de maximisation du profit en facteurs),

et, dans le cas des technologies homogenes de degré p,

]WZ(l—p)pq-\

Ces relations constituent 1'ossature théorique de tous les exercices qui suivent.

3.2 Intitulés
Exercice 1

On considére une entreprise en concurrence pure et parfaite qui produit un bien homogene a

I’aide de deux facteurs de production : le travail L et le capital K. Sa fonction de production est
Q — K1/3L2/37
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ouL >0et K >0.

Le prix du travail est

et le prix du capital est

On suppose dans tout I'exercice que les solutions considérées sont intérieures.

1. On souhaite produire la quantité

Qi
Il
(09}

Vérifier que la combinaison productive
(I’ ) K ) = (87 8)
permet bien de produire exactement cette quantité.

2. Cette combinaison productive minimise-t-elle le cofit de production de Q = 87 Justifier

soigneusement votre réponse a ’aide des conditions marginales d’optimalité.

3. Si cette combinaison n’est pas optimale, indiquer dans quel sens I’entreprise doit modifier ses

quantités de travail et de capital.
4. Déterminer la combinaison productive de cofit minimal permettant de produire Q = 8.

5. En déduire la fonction de cofit total C(Q), puis le colit marginal Cm(Q) et le colit moyen

CM(Q).

6. On note p le prix du bien produit. Déterminer 'offre du producteur concurrentiel. Que peut-on
dire du profit lorsque
p=67

Exercice 2

On considére une entreprise en concurrence pure et parfaite qui produit un bien homogene a
I'aide de trois facteurs de production : le travail L, le capital K et la terre T'. Sa fonction de

production est

Q= (LET)',
oulL>0,K>0etT >0.

Les prix des facteurs sont

On suppose dans tout I'exercice que les solutions considérées sont intérieures.
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1. On souhaite produire la quantité

Vérifier que la combinaison productive
(L,K,T) = (16,16, 16)
permet bien de produire exactement cette quantité.

2. Cette combinaison productive minimise-t-elle le coiit de production de Q = 8? Justifier

soigneusement votre réponse a ’aide des conditions marginales d’optimalité.

3. Si cette combinaison n’est pas optimale, indiquer dans quel sens ’entreprise doit modifier ses

quantités de facteurs.
4. Déterminer la combinaison productive de cofit minimal permettant de produire Q = 8.

5. En déduire la fonction de cotit total C(Q), puis le colit marginal Cm(Q) et le colit moyen

CM(Q).

6. On note p le prix du bien produit. Déterminer l'offre du producteur concurrentiel. Que valent

le profit et la part du profit dans le chiffre d’affaires lorsque

p=167

Exercice 3

On considére une entreprise en concurrence pure et parfaite qui produit un bien homogene a

I’'aide de deux facteurs de production : le travail L et le capital K. Sa fonction de production est
Q _ L1/2K1/4,

ou Ll >0et K >0.

On note a > 0 un parametre. Les prix des facteurs sont

On suppose dans tout I’exercice que les solutions considérées sont intérieures.

1. On souhaite produire la quantité

Qi
|
02¢]

Vérifier que la combinaison productive

(L, K) = (32,4)
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permet bien de produire exactement cette quantité.

2. Cette combinaison productive minimise-t-elle le coiit de production de Q = 87 Justifier

soigneusement votre réponse a ’aide des conditions marginales d’optimalité.

3. Si cette combinaison n’est pas optimale, indiquer dans quel sens ’entreprise doit modifier ses

quantités de facteurs.
4. Déterminer la combinaison productive de colit minimal permettant de produire Q = 8.

5. En déduire la fonction de cofit total C'(Q), puis le colit marginal Cm(Q) et le colit moyen

CM(Q).

6. On suppose maintenant que le prix du bien produit est
p = 8a.

Déterminer 'offre optimale du producteur, ainsi que les quantités optimales de travail et de
capital. Montrer que ces choix réels sont indépendants de a, puis calculer le profit et la part

du profit dans le chiffre d’affaires.

Exercice 4

On considére une entreprise en concurrence pure et parfaite qui produit un bien homogéne a
I’aide de trois facteurs de production : le travail L, le capital K et la terre T. Sa fonction de
production est

Q = (LKT)'/3,

ouL>0,K>0etT>0.

Les prix des facteurs sont

On suppose dans tout I'exercice que les solutions considérées sont intérieures.

1. On souhaite produire la quantité

Qi
Il
IS

Vérifier que la combinaison productive
(L,K,T) = (8,8,8)
permet bien de produire exactement cette quantité.

2. Cette combinaison productive minimise-t-elle le cofit de production de Q = 87 Justifier

soigneusement votre réponse a ’aide des conditions marginales d’optimalité.

3. Si cette combinaison n’est pas optimale, indiquer dans quel sens ’entreprise doit modifier ses
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quantités de facteurs.
4. Déterminer la combinaison productive de cofit minimal permettant de produire Q = 8.

5. En déduire la fonction de cofit total C(Q), puis le colit marginal Cm(Q) et le colit moyen

CM(Q).

6. On note p le prix du bien produit. Déterminer l'offre du producteur concurrentiel. Que valent

le profit et la part du profit dans le chiffre d’affaires lorsque

p=267

Exercice 5

On considére une entreprise en concurrence pure et parfaite qui produit un bien homogéne a
I’aide de quatre facteurs de production : le travail L, le capital K, la terre T' et I’énergie E. Sa
fonction de production est

Q = (LKTE)'",

ot L>0,K>0,T>0etE>D0.

Les prix des facteurs sont

On suppose dans tout I'exercice que les solutions considérées sont intérieures.

1. On souhaite produire la quantité

Qi
I
N

Vérifier que la combinaison productive
(LK. T,E) = (8,8,8,2)
permet bien de produire exactement cette quantité.

2. Cette combinaison productive minimise-t-elle le cofit de production de Q = 47 Justifier

soigneusement votre réponse a ’aide des conditions marginales d’optimalité.

3. Si cette combinaison n’est pas optimale, indiquer dans quel sens I’entreprise doit modifier ses

quantités de facteurs.
4. Déterminer la combinaison productive de cofit minimal permettant de produire Q = 4.

5. En déduire la fonction de cofit total C'(Q), puis le colit marginal Cm(Q) et le cotlit moyen

CM(Q).
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6. On suppose maintenant que le prix du bien produit est
p = 20.
Déterminer 'offre optimale du producteur, ainsi que les quantités optimales de facteurs.

Calculer enfin le profit et la part du profit dans le chiffre d’affaires.

Exercice 6

On considére une entreprise en concurrence pure et parfaite qui produit un bien homogéne a
I’aide de trois facteurs de production : le travail L, le capital K et la terre T'. Sa fonction de
production est

Q= LYKV,

ouL>0,K>0etT >0.

Les prix des facteurs sont

On suppose dans tout I'exercice que les solutions considérées sont intérieures.

1. On souhaite produire la quantité

Q = 32.
Vérifier que la combinaison productive
(L,K,T) = (256,16, 64)
permet bien de produire exactement cette quantité.

2. Cette combinaison productive minimise-t-elle le cofit de production de Q = 327 Justifier

soigneusement votre réponse a l’aide des conditions marginales d’optimalité.

3. Si cette combinaison n’est pas optimale, indiquer dans quel sens I’entreprise doit modifier ses

quantités de facteurs.
4. Déterminer la combinaison productive de cofit minimal permettant de produire Q = 32.

5. En déduire la fonction de cofit total C(Q), puis le colit marginal Cm(Q) et le colit moyen

CM(Q).

6. On suppose maintenant que le prix du bien produit est
p=12.

Déterminer 1'offre optimale du producteur, ainsi que les quantités optimales de travail, de

capital et de terre. Calculer ensuite le profit et la part du profit dans le chiffre d’affaires.
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7. On suppose enfin que le prix du bien et tous les prix de facteurs sont multipliés par un
méme scalaire A > 0. Sans refaire tous les calculs, indiquer I'effet de cette modification sur la
production optimale, les demandes de facteurs, le profit et la part du profit dans le chiffre

d’affaires.

3.3 Corrections
Corrigé de I’exercice 1

On considere une entreprise qui produit selon la technologie
Q _ K1/3L2/3,

avec prix des facteurs

w =2 et T:8.

L’entreprise cherche d’abord & minimiser le colit nécessaire pour produire une quantité donnée,

puis, dans un second temps, a déterminer son offre en concurrence pure et parfaite.

1. Vérification de la faisabilité technique de la combinaison proposée. On souhaite

produire

Q=3s.

On considere la combinaison

(LK) = (8,8).

Il faut vérifier que cette combinaison permet bien de produire exactement 8 unités.

On remplace L = 8 et K = 8 dans la fonction de production :

Q = 81/3 x 82/3,

Or
g8 =2 et 8P =(832=2"=4
Donc
Q=2x4=8.
Conclusion. La combinaison

est bien techniquement admissible pour produire

Q=s.



2. Test d’optimalité de la combinaison proposée. Rappel de cours. Dans un probleme

de minimisation des cofits avec solution intérieure, la condition marginale d’optimalité s’écrit

Pm; Pmg

w r

Autrement dit, le dernier euro dépensé en travail et le dernier euro dépensé en capital doivent

procurer le méme supplément de production.

De manieére équivalente, on peut écrire

P
TMST, x = PIILL( = 2:

Calcul des productivités marginales. La fonction de production est

Q _ K1/3L2/3.
On en déduit : 90 2
P :7:*K1/3L_1/3
ML= 5L 3 ’
o 1 __,
Pmy = —2 = —K 23123,
ME= 5K ~ 3

Il est utile de remarquer qu’avec une fonction Cobb—Douglas, on peut aussi écrire

2Q 1Q
Pm, =>% Pmg=-=.
ML =37 MK =375

Cette écriture simplifie beaucoup les calculs.

Evaluation en (L, K) = (8,8). Comme cette combinaison produit @ = 8, on a :

28 2
Pm (L. K)=22=2
mL(?) 38 37

18 1
Pmp(L K) = -2 =
m (LK) =39=3

On compare maintenant les productivités marginales par euro dépensé :

Pm;  2/3 1

w2 3’

Pmy 1/3 1

r 8 24°

On obtient donc
Pmj, S Pmpg

w T

Ces deux rapports ne sont pas égaux.

82



Conclusion. La combinaison

(L,K) = (8,8)

ne minimise pas le cotit de production de ) = 8.

3. Sens de modification des facteurs.
Pm Pm
L > K

Comme

w T

)

un euro supplémentaire dépensé en travail rapporte davantage de production qu’un euro supplé-

mentaire dépensé en capital.

A production donnée, l'entreprise peut donc réduire son cofit en substituant du travail au capital.

Conclusion. L’entreprise doit :

augmenter L et diminuer K.

Interprétation économique. Le capital est ici relativement trop utilisé au regard de son coiit,

tandis que le travail est relativement sous-utilisé.

4. Détermination de la combinaison productive de coiit minimal pour Q = 8.

1:

A Poptimum intérieur, on doit avoir

Pmj,

En utilisant les expressions utiles

on obtient

Comme @ > 0, on peut simplifier par @. Il vient

Simplifions :

On en déduit

2
Pm; = =%
myp, 3L7

o [
=IO

Etape

écrire la condition marginale d’optimalité.

Pmpg

21 11
32L 38K’
11
3L 24K’
24K = 3L



Donc
L = 8K.

On peut retrouver exactement la méme relation a partir du TMST. En effet,

Pm;, 2% K

TMST x = =28 =2,
’ Pmpg %% L
La condition ) .
TMST g = — = = = -
LE= 78 4
donne donc
2K 1
L 4
c’est-a-dire
L =8K

Etape 2 : utiliser la contrainte technologique.

On veut produire

Q=s.

La contrainte technologique est donc
K'Y3L%3 =8

On remplace L par 8K :
K'3(8K)%3 =3,

Calculons :
Donc
KY3 x AK?/3 = 8.
Comme
K1/3K2/3 = K,

on obtient

4K = 8.
D’ou

K=2
Puis, comme

L =8K,
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on en déduit
L = 16.

Conclusion. La combinaison de cotit minimal permettant de produire
Q=38

est

(L7, K*) = (16,2).

5. Fonction de coiit total, colit marginal et colit moyen. On cherche maintenant a

raisonner pour une quantité générale ) > 0.
Etape 1 : demandes conditionnelles de facteurs.

La condition marginale donne toujours
L =8K.
On remplace dans la fonction de production :
Q = K'3(8K)*3.

Comme on l'a déja vu,

Donc
Q = K'3 x 4K*3 = 4K.

On en déduit

=[O

K*(Q) = -

Puis

Ainsi,

Etape 2 : calcul du coiit total.

Le cotlit total vaut

C(Q) = wl*(Q) +rK*(Q).
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En remplagant par w =2, r =8, L*(Q) = 2Q et K*(Q) = Q/4, on obtient

C(Q) = 2(2Q) + 8 (ff) .

Calculons : 0
200) =10, 8(%)-2q
Donc
C(Q) =6Q
Etape 3 : cofit marginal.
Le colit marginal est
_ dC(Q)
Comme
C(Q) = 6@,
on obtient
Cm(Q) =6
Etape 4 : coiit moyen.
Le colit moyen est
(@)
CM = —==.
(@) 0
Donc 60
CM =—=6
(@) 0
Ainsi,
CM(Q) = 6

Interprétation. Le coiit total est ici proportionnel & la production. Le cotit marginal et le cotit

moyen sont donc constants et égaux.

Cela est cohérent avec le fait que la fonction de production présente des rendements constants

a 1’échelle, puisque la somme des exposants vaut

=1.

wl N

_l’_

W

6. Offre du producteur concurrentiel et profit pour p = 6. Sous concurrence pure et
parfaite, I’entreprise prend le prix p comme donné et choisit sa production ) pour maximiser

son profit :

m(Q) = pQ — C(Q) = pQ — 6Q = (p — 6)Q.
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Analyse selon la valeur de p.

Premier cas :

p < 6.

Alors
Q) =(p—-6)Q <0 pour tout @ > 0.

Le profit est donc maximal pour

Deuxieme cas :

Alors
m(Q)=0 pour tout @ > 0.

Toute quantité est alors optimale. L’offre n’est pas une fonction ordinaire, mais une correspon-

dance :
1Q° €0, +oo[ |
Troisieme cas :
p > 6.
Alors
m(Q) = (p—6)Q

est croissant sans borne avec (. Il n’existe donc pas de solution optimale finie.

Conclusion. L’offre du producteur concurrentiel s’écrit :

0 sip <6,
Q*(p) = { tout Q>0 sip=26,

pas d’optimum fini si p > 6.

Cas particulier p = 6. Si
p=6,

alors
m(Q)=0 pour tout Q > 0.

Le profit est donc nul, quelle que soit la quantité produite.

Interprétation économique. Dans une technologie a rendements constants a 1’échelle, le

colit moyen est constant et égal au colit marginal. En concurrence pure et parfaite, le seul prix
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compatible avec un équilibre concurrentiel est donc
p=CM =Cm =6,

et le profit est alors nul.

Vérification finale pour Q = 8. A la combinaison optimale trouvée,
(L*,K*) = (16,2),

la production vaut
Q =23 x 16%/3.

Or
162/3 — (24)2/3 — 28/3’

donc
Q=23 x283 =23 =38
Le cotlit vaut

2x164+8%x2=32416 = 48.

Comme

C(8) =6 x 8 = 48,

tout est cohérent.

Réponse finale.

La combinaison (8, 8) permet bien de produire 8, mais elle ne minimise pas le cofit.

L’entreprise doit augmenter le travail et diminuer le capital.

La combinaison de coiit minimal pour @ = 8 est (L*, K*) = (16, 2).

La fonction de colit total est C(Q) = 6Q, d’out Cm(Q) =6 et CM(Q) = 6.

L’offre vérifie Q*(p) =0 si p < 6, Q° € [0, +0o0[ si p =6, et il n’existe pas d’optimum fini si p > 6.

Lorsque p = 6, le profit est nul.

Corrigé de ’exercice 2
On considere une entreprise qui produit selon la technologie

Q= (LKT)*,
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avec prix des facteurs

L’entreprise cherche d’abord a minimiser le colit nécessaire pour produire une quantité donnée,

puis & déterminer son offre en concurrence pure et parfaite.

1. Vérification de la faisabilité technique de la combinaison proposée. On souhaite

produire

Q=s.

On considere la combinaison

(L,K,T) = (16,16, 16).

Il faut vérifier que cette combinaison permet bien de produire exactement 8 unités.

On remplace L = 16, K = 16 et T' = 16 dans la fonction de production :

Q = (16 x 16 x 16)/%.

Or
16 x 16 x 16 = 165.
Donc
Q = (16%)/* = 16/,
Comme
16 = 24,
on a

1654 = (24)3/4 = 2% = 8.

Conclusion. La combinaison
(L,K,T) = (16,16, 16)

est bien techniquement admissible pour produire

Q=3s.

2. Test d’optimalité de la combinaison proposée. Rappel de cours. Dans un probléme

de minimisation des cofits avec solution intérieure, la condition marginale d’optimalité s’écrit

Pm; Pmg Pmyp

w r S
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Autrement dit, le dernier euro dépensé dans chacun des facteurs doit procurer le méme supplément

de production.

De maniere équivalente, on peut écrire

TMST, x = —,  TMST,; = —.
T S

Calcul des productivités marginales. La fonction de production est
Q _ (LKT)1/4 — L1/4K1/4T1/4.

On en déduit :
oQ EL’3/4K1/4T1/4,

Py =57 = 1
0Q 1 4. .
P T _ VA R-3/4pl/A
ME= 5K ~ 4 :
Pmy = 8—Q = }L1/4K1/4T*3/4_

or 4

Comme il s’agit d’'une fonction Cobb—Douglas, on peut aussi écrire

1Q p 1Q 1Q

Pm, = -% A O
ML =57 MK = e WT =g

Cette écriture est particulierement commode dans les calculs.

Evaluation en (L,K,T) = (16,16,16). Comme cette combinaison produit @) = 8, on a :

- - 18 1
Py (L, K,T) = ~— = -
mL(7 ) ) 416 8’
- - - 18 1
P (L, K, T) = ~— = -
mK(7 ) ) 16 8’
- - - 18 1
P — -2
mp(L, K,T) 116 = 3

On compare maintenant les productivités marginales par euro dépensé :

Pm;  1/8 1

w1 8’

PmK_L/S_ 1

r 2 16’
Pmp _ 1/8 1
s 4 32

On obtient donc

Pm Pm Pm
L K T
w r s

Ces trois rapports ne sont pas égaux.
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Conclusion. La combinaison
(L,K,T) = (16,16, 16)

ne minimise pas le cotit de production de ) = 8.

3. Sens de modification des facteurs. Puisque

PmL PmK PmT
> > ,
w r S

un euro supplémentaire dépensé en travail rapporte plus de production qu’un euro supplémentaire

dépensé en capital, et davantage encore qu’'un euro supplémentaire dépensé en terre.
A production donnée, I'entreprise peut donc réduire son coiit en réallouant une partie de sa

dépense :

— vers le travail, qui est ici relativement sous-utilisé;
— au détriment du capital et surtout de la terre, qui sont relativement sur-utilisés au regard

de leur coft.

Conclusion. L’entreprise doit :

augmenter L, diminuer K, et diminuer 7.

4. Détermination de la combinaison productive de cotit minimal pour Q =8. Etape
1 : écrire les conditions marginales d’optimalité.

N

A l'optimum intérieur, on doit avoir

En utilisant les écritures
1Q 1Q 1Q
P =-— P =-—— P ——
L 4L’ K 4K’ mr 47T’

on obtient

Etape 2 : en déduire les relations entre les facteurs.
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Comparons le premier et le deuxiéme termes :

1
L 2K
On en déduit
L =2K,
soit
k=L
2

1 - 1
L 4T
On obtient
L =4T,
soit
L
T=—.
4

Nous avons donc exprimé tous les facteurs en fonction de L :

Etape 3 : utiliser la contrainte technologique.

On veut produire

Q=s.

La contrainte technologique est donc
(LKT)Y/* = 8.

On remplace K et T par les expressions obtenues :

1/4
(L.L.L> _3
2 4

Calculons le produit a l'intérieur de la parenthese :

Donc
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On peut écrire

L3 1/4 L3/4
)

Or
gl/4 — 93/4
On obtient donc
1,374
— = 8.
23/4
Cela revient a écrire
L 3/4
(=
2

On éleve alors les deux membres a la puissance % :

L
= =g
2
Or
843 = (81/3) = 2* = 16.
Ainsi,
L
~—16
2 b
d’oul
L =32
Puis I I
2 ’ 4

Conclusion. La combinaison productive de colit minimal permettant de produire

L
I
(00]

est

](L*,K*,T*) = (32,16, 8).\

5. Fonction de coiit total, colit marginal et colit moyen. On raisonne maintenant pour

une quantité générale Q@ > 0.
Etape 1 : demandes conditionnelles de facteurs.

Les conditions marginales donnent toujours
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On remplace dans la fonction de production :

0= (L.s.i>1/4: (gj,)lm‘
o-(3)"
5 .

On éleve les deux membres a la puissance % :

Comme plus haut,

a3 _ L
Q=<
Donc
L*(Q) = 2Q*/3.
Par suite,
* _ L*(Q) 4/3
“ Q) _1
* _ 4/3
(@) = =30
Ainsi,
Q=] |T@=,0"

Etape 2 : calcul du cofit total.

Le cotlit total vaut

C(Q) = wl(Q) + rK*(Q) + sT"(Q).

En remplagant par w =1, r = 2, s = 4, on obtient

CQ) =120 +2. QY3 +4. Q¥

Calculons chaque terme :

1. 2Q4/3 _ 2@4/3, 9. Q4/3 _ 2@4/3, 4. %Q4/3 _ 2Q4/3-

Donc
C(Q) =6Q"*.
Etape 3 : coiit marginal.
Le colit marginal est
_dC(@Q)



Comme

C(Q) = 6Q"3,

on obtient

Om(Q) =6+ Q' =8Q"/*

Donc

Cm(Q) = 8Q"/*.

Etape 4 : coiit moyen.

Le colt moyen est

On obtient

Ainsi,

On remarque que

Cm(Q)=8Q* et  CM(Q)=6Q"?

donc

Cm(Q) > CM(Q).

Interprétation. La technologie présente ici des rendements décroissants a 1’échelle, puisque

la somme des exposants vaut
: + : + L_3 <1
4 4 4 4 7

Il est donc naturel que le colit marginal soit croissant et supérieur au cotit moyen.

6. Offre du producteur concurrentiel, profit et part du profit lorsque p = 16. Sous
concurrence pure et parfaite, I’entreprise prend le prix p comme donné et choisit sa production

() pour maximiser son profit :

m(Q) = pQ — C(Q) = pQ — 6Q*/>.

Etape 1 : déterminer 1’offre.

Dans une solution intérieure, la condition d’optimalité s’écrit

p=Cm(Q).
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Comme

cm(Q) =8Q"?,

on obtient
p=8Q"3
On isole @ :
13 _ P
Q' =%,
donc

Etape 2 : cas particulier p = 16.
Si

alors

L’entreprise offre donc

Etape 3 : calcul du profit.

Le profit vaut
™ =pQ" — C(Q).

Ici,

pQ* =16 x 8 = 128.
Et

C(8) =6 x 843,
Or
843 = (81/%)t = 21 = 16.

Donc

C(8) =6 x 16 = 96.
Ainsi,

7 =128 — 96 = 32.
Donc

= 32.
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Etape 4 : part du profit dans le chiffre d’affaires.

Le chiffre d’affaires vaut
pQ* = 128.

La part du profit dans le chiffre d’affaires est donc

* 32 1

pQ* 128 4

Ainsi,

* 1

pQ* 4

Interprétation économique. La somme des exposants de la fonction de production vaut

P:Z

Pour une technologie homogene de degré p, le profit en concurrence parfaite vaut

™= (1-p)pQ.

Ici, —
l—p=1-2="2.

p 11

On retrouve donc immédiatement la relation

T = sz

Vérification finale pour Q = 8. A la combinaison optimale trouvée,
(L*,K*,T") = (32,16, 8),

la production vaut
Q = (32 x 16 x 8)1/4.

Or
32 x 16 x 8 = 4096.
Et comme
4096 = 2'2,
on a

Q = 4096"/* = 212/4 — 23 — g,

Le couit vaut
1x32+2x16+4%x8=32+32+32=96.
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C(8) =6 x 8%/3 =6 x 16 = 96.

Tout est donc cohérent.

Réponse finale.

La combinaison (16, 16,16) permet bien de produire 8, mais elle ne minimise pas le cofit.
L’entreprise doit augmenter le travail et diminuer le capital et la terre.

La combinaison de coiit minimal pour Q = 8 est (L*, K*,T") = (32,16, 8).

La fonction de cotit total est C(Q) = 6QY3,

d'ott Cm(Q) = 8Q'3 et CM(Q) = 6Q"/3.

3
L’offre du producteur est Q°(p) = <§) .

* 1

Lorsque p =16, ona Q* =8, m* = 32, et o0 =1

Corrigé de I’exercice 3
On considere une entreprise qui produit selon la technologie
Q — L1/2K1/4,

avec prix des facteurs

L’entreprise cherche d’abord & minimiser le colit nécessaire pour produire une quantité donnée,

puis a déterminer son offre en concurrence pure et parfaite.

1. Vérification de la faisabilité technique de la combinaison proposée. On souhaite

produire
Q=3s.

On considere la combinaison

(L, K) = (32,4).

Il faut vérifier que cette combinaison permet bien de produire exactement 8 unités.

On remplace L = 32 et K = 4 dans la fonction de production :

Q = 321/241/4,

Calculons séparément les deux termes :
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3212 = /32 = /16 x 2 = 4V/2,
et

0= Yi= 3
Par conséquent,

Q=4V2xV2=4x2=8.
Conclusion. La combinaison

(L,K) = (32,4)
est bien techniquement admissible pour produire
Q=3s.

2. Test d’optimalité de la combinaison proposée.

Rappel de cours. Dans un probléme
de minimisation des cofits avec solution intérieure, la condition marginale d’optimalité s’écrit

PmL PmK

w r

Autrement dit, le dernier euro dépensé en travail et le dernier euro dépensé en capital doit
procurer le méme supplément de production.

De maniere équivalente, on peut écrire

P
TMST, x = PmL <

mpg T

Calcul des productivités marginales. La fonction de production est

Q= L\2K1A,
On en déduit : 90 1
P % _ *L_1/2K1/4
BLT B0 T 2 ’
0Q 1 19, 3/

Il est utile de remarquer qu’avec cette fonction de type Cobb—Douglas, on peut aussi écrire
1Q 1Q
BLEoT PET UK

Cette écriture simplifie fortement les calculs.
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Evaluation en (L, K) = (32,4). Comme cette combinaison produit Q = 8, on a :

18 4 1
Pm (LK)=-— = — — =
mi(LK) =50 =5=%

18 2 1
Pmp(L K)=-S=2-=
mi(LK)=37=7=73

On compare maintenant les productivités marginales par euro dépensé :

Pm;, 1/8 1
w 24 16a’

Pmg  1/2 1

r a 2a°

On obtient donc
PmK > PmL

r w
Ces deux rapports ne sont pas égaux.

Conclusion. La combinaison

(L,K) = (32,4)

ne minimise pas le coflit de production de @) = 8.

3. Sens de modification des facteurs. Comme

P P
IIlK> mry,

9
T w

un euro supplémentaire dépensé en capital rapporte davantage de production qu'un euro supplé-

mentaire dépensé en travail.

A production donnée, I'entreprise peut donc réduire son coiit en substituant du capital au travail.

Conclusion. L’entreprise doit :

augmenter K et diminuer L.

Interprétation économique. Le travail est ici relativement trop utilisé au regard de son cofit,

tandis que le capital est relativement sous-utilisé.

4. Détermination de la combinaison productive de cotit minimal pour Q = 8. Etape

1 : écrire la condition marginale d’optimalité.
A Doptimum intérieur, on doit avoir

PmL o PmK

w r
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En utilisant les expressions
1Q

on obtient

B 1
AL 4K

Donc
L =K.

P 12 K
TMST, x = PmL =L -2
MK Ix
Or )
L_2t_o
r
La condition
TMST gk = —
donne donc
2— =2,
c’est-a-dire
L =K.

Etape 2 : utiliser la contrainte technologique.

On veut produire

Q=8.
La contrainte technologique est donc
LY2RYA =8,
Comme L = K, on peut écrire
LY2pMV4 =3,
Donc
¥4 =3,
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On éleve les deux membres a la puissance % :

L =83
Or
Donc

L =16.
Comme L = K, on obtient aussi

K =16.

Conclusion. La combinaison productive de colit minimal permettant de produire
Q=38

est

(L, K*) = (16,16). |

5. Fonction de cofiit total, colit marginal et colit moyen. On raisonne maintenant pour

une quantité générale @ > 0.
Etape 1 : demandes conditionnelles de facteurs.

La condition marginale donne toujours
L=K.

On remplace cette relation dans la fonction de production :
Q = LY2KYA — V24 = 3/

On en déduit
L=Q*Y3

Comme K = L, on obtient également
K = Q"3

Ainsi,

L'(Q) =" |K(Q=q""

Etape 2 : calcul du coiit total.

Le colit total vaut

CQ) = wl*(Q) +rK*(Q).
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En remplacant par w = 2a, r = a, L*(Q) = Q*? et K*(Q) = Q*3, on obtient
C(Q) = 2aQ*? + aQ*/>.

Donc

C(Q) = 3aQ">.

Etape 3 : cotiit marginal.

Le colt marginal est

_dC(Q)
Cm(Q) = W
Comme
C(Q) = 3aQ"?
on obtient
Cm(Q) =3a- 5@ = 4aQ'/?
Ainsi,

Etape 4 : cotit moyen.

Le colt moyen est

On obtient
3aQ4/3

0 3aQ1/3.

CM(Q)

Donc

CM(Q) = 3aQ"/3.

On remarque que

Cm(Q) =4aQ'? et CM(Q) = 3aQ'/?,

donc

Cm(Q) > CM(Q).

Interprétation économique. La fonction de production présente des rendements décrois-
sants a I’échelle, puisque la somme des exposants vaut

:3<1.

TiT1

N =
=~ =

Il est donc naturel que le colit marginal soit croissant et supérieur au cotit moyen.
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6. Offre optimale, demandes de facteurs, indépendance par rapport a a, profit et
part du profit lorsque p = 8a. Sous concurrence pure et parfaite, I’entreprise prend le prix p

comme donné et choisit sa production ) pour maximiser son profit :

m(Q) = pQ — C(Q) = pQ — 3aQ">.

Etape 1 : déterminer offre.

Dans une solution intérieure, la condition d’optimalité s’écrit

p=Cm(Q).

Comme
Cm(Q) = 4aQ'?,

on obtient

p = 4aQ'/3.
On isole @ :

13 _ P

Q=1L

donc

Etape 2 : cas particulier p = 8a.

Si

p = 8a,
alors 5

8a
S(8a,a) = — ) =2=38
Q ( a’? a’) (4@)

Le producteur offre donc

Q" =38

Etape 3 : en déduire les demandes optimales de facteurs.

On sait que, au coiit minimal,
Q) =0, K (Q) =Q"".
En remplagant () = 8, on obtient

L*=8%3 =16, K*=8%3=16.
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Ainsi,

L*=16, K*=16.

Etape 4 : pourquoi ces choix réels sont-ils indépendants de a ?

On constate que, lorsque

les trois prix sont tous proportionnels au méme facteur a.

Or loffre du producteur concurrentiel est homogéne de degré 0 en tous les prix. Cela signifie que
si le prix du bien et les prix des facteurs sont tous multipliés par un méme facteur, les choix réels

de l'entreprise ne changent pas.

Ici, seul compte le vecteur de prix relatifs :
prw:r=8a:2a:a=8:2:1.

Le parametre a ne change donc que 1'unité nominale dans laquelle les prix sont exprimés; il ne

modifie ni la production optimale, ni les demandes optimales de facteurs.
Conclusion. Les choix réels

Q*=8, L*=16, K'=16
sont indépendants de a.

Etape 5 : calcul du profit.

Le profit vaut
™ =pQ* — C(QY).

Calculons d’abord le chiffre d’affaires :

pQ* = 8a x 8 = 64a.

Calculons ensuite le cofit total :
C(8) = 3a x 8*/3.

Or
843 = 16.
Donc
C(8) = 3a x 16 = 48a.
Ainsi,

7" = 64a — 48a = 16a.
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Donc

7" = 16a.

Etape 6 : part du profit dans le chiffre d’affaires.
La part du profit dans le chiffre d’affaires vaut

™ 160 1

pQ*  64a 4

Ainsi,

* 1

pQ* 4

Interprétation économique. La somme des exposants de la fonction de production vaut

Pour une technologie homogene de degré p, on a en concurrence parfaite

m=(1-p)pQ.
Ici,
1‘P:1‘1=i
ce qui donne immédiatement )
™= in

On retrouve ainsi le résultat précédent.

Vérification finale pour Q = 8. A la combinaison optimale trouvée,
(L*,K*) = (16,16),

la production vaut
Q = 16'/%16'/%.

Or
1612 = 4, 161/4 = 2.

Donc
Q=4x2=8.

Le cotlit vaut
2a X 16 +a x 16 = 32a + 16a = 48a.
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C(8) = 3a x 16 = 48a.

Tout est cohérent.

Réponse finale.

La combinaison (32, 4) permet bien de produire 8, mais elle ne minimise pas le cofit.
L’entreprise doit augmenter le capital et diminuer le travail.

La combinaison de cotit minimal pour @ = 8 est (L*, K*) = (16, 16).

La fonction de cotit total est C'(Q) = 3aQ"/3,

d’'ott Cm(Q) = 4aQ'/? et CM(Q) = 3aQ'/>.

3
L’offre du producteur est Q°(p,a) = (f) i
a

Lorsque p = 8a, ona Q* =8, L* =16, K* = 16,

ces choix sont indépendants de a, le profit vaut #* = 16a,

1
et la part du profit dans le chiffre d’affaires est T

Corrigé de l’exercice 4
On considere une entreprise qui produit selon la technologie
Q= (LKT)"?,

avec prix des facteurs

L’entreprise cherche d’abord a minimiser le cotit nécessaire pour produire une quantité donnée,

puis a déterminer son offre en concurrence pure et parfaite.

1. Vérification de la faisabilité technique de la combinaison proposée. On souhaite

produire

Qi
1
o

On considere la combinaison

(L,K,T) = (8,8,8).

Il faut vérifier que cette combinaison permet bien de produire exactement 8 unités.

On remplace L =8, K =8 et T = 8 dans la fonction de production :
Q= (8 x8x8)3
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8 x 8 x 8 = 8.
Donc
Q=@)"=s
Conclusion. La combinaison
(L,K,T) = (8,8,8)

est bien techniquement admissible pour produire

Q=3s.

2. Test d’optimalité de la combinaison proposée. Rappel de cours. Dans un probleme

de minimisation des cofits avec solution intérieure, la condition marginale d’optimalité s’écrit

Autrement dit, le dernier euro dépensé dans chacun des facteurs doit procurer le méme supplément
de production.

De manieére équivalente, on peut écrire

TMST, x = —,  TMSTpz = —.
T S

Calcul des productivités marginales. La fonction de production est
Q — (LKT)1/3 — L1/3K1/3T1/3.

On en déduit :

_0Q 1. 93 13.01)3
Pmp = 5= = LKA,

0Q 1 43 ._
P — — /3K 2/3T1/3
TETOK T3 !

_0Q 1 5 1/30-2/3
Pmp = T 3L K°T .

Comme il s’agit d’'une fonction Cobb—Douglas, on peut aussi écrire

_1Q L, _1Q

1Q
Pmy = -2 — % pmpo-=x
ML =37 MK = 3750 WT =37

Evaluation en (L, K,T) = (8,8,8). Comme cette combinaison produit Q = 8, on a :

= 5 = 18 1
PmL(L,K,T) = gg = g,
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On compare maintenant les productivités marginales par euro dépensé :

Pm; 1/3 1

w1 3’
Pmg 1/3 1
r 2 6
Pmy 1/3 1
s 4 12

On obtient donc p p P
m m m
Ly 7K 7T

w r S

Ces trois rapports ne sont pas égaux.

Conclusion. La combinaison
(L,K,T) = (8,8,8)

ne minimise pas le colit de production de @) = 8.

3. Sens de modification des facteurs. Puisque

PmL PmK PmT
> > ,
w T S

un euro supplémentaire dépensé en travail rapporte plus de production qu’un euro supplémentaire

dépensé en capital, et davantage encore qu’un euro supplémentaire dépensé en terre.

A production donnée, I'entreprise peut donc réduire son cotit en réallouant sa dépense :

— vers le travail, qui est relativement sous-utilisé;
— au détriment du capital et surtout de la terre, qui sont relativement sur-utilisés au regard

de leur cofit.

Conclusion. L’entreprise doit :

augmenter L, diminuer K, et diminuer 7.

4. Détermination de la combinaison productive de cotit minimal pour Q =8. Etape

1 : écrire les conditions marginales d’optimalité.
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A Doptimum intérieur, on doit avoir

w r s
En utilisant les écritures
1
PmL:§Z7 PmK:777 PmT:777
on obtient
1Q 1Q 1Q
3L _ 3K _ 3T
1 2 4
Comme @ > 0, on peut simplifier par %Q. 11 reste
111
L 2K AT

Etape 2 : en déduire les relations entre les facteurs.

Comparons le premier et le deuxiéme termes :

1
L 2K
On en déduit
L =2K,
soit
k=L
2

Comparons ensuite le premier et le troisieme termes :

1 1
L 4T
On obtient
L =4T,
soit
r-L
4

Nous avons donc exprimé tous les facteurs en fonction de L :

Etape 3 : utiliser la contrainte technologique.
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On veut produire

La contrainte technologique est donc
(LKT)'/3 =38.

On remplace K et T par les expressions obtenues :

1/3
(L.L.L) _g
2 4

Calculons le produit a l'intérieur de la parenthese :

L L L3
L.2. 2 ==
2 4 8
Donc
13 1/3
- =8
On peut écrire
L—8
5 =8
D’ou
L =16.
Puis I I
2 ’ 4

Conclusion. La combinaison productive de colit minimal permettant de produire
Q=38

est

](L*,K*,T*) = (16,8,4).\

5. Fonction de cofit total, colit marginal et colit moyen. On raisonne maintenant pour

une quantité générale @ > 0.
Etape 1 : demandes conditionnelles de facteurs.

Les conditions marginales donnent toujours

111



On remplace dans la fonction de production :

0- (1L 5" (£ YL
o 2 4 L8 20

On en déduit

L*(Q) =2Q
Par suite,
L* L*
k@="9oq -9
Ainsi,
* _ * _ Q
K@Q=0] |T@=%

Etape 2 : calcul du cofit total.

Le colit total vaut

C(Q) = wL™(Q) + rK*(Q) + sT™(Q).

En remplagant par w =1, r = 2, s = 4, on obtient

Q) = 1-2Q+2-Q+4-%.
Calculons chaque terme :
_ _ Q_
1-2Q = 2Q, 2-Q =20, 4-5—2@

Donc

C(Q) = 6Q.
Etape 3 : cotit marginal.
Le colit marginal est

_ dd(@Q)

Comme

C(Q) =64,
on obtient

Cm(Q) = 6

Etape 4 : coiit moyen.
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Le cotit moyen est

cm@ -,
Donc
CM(Q) =6,

Interprétation. Le coiit total est ici proportionnel & la production. Le cotit marginal et le cotit

moyen sont donc constants et égaux.

Cela est cohérent avec le fait que la fonction de production présente des rendements constants

a 1’échelle, puisque la somme des exposants vaut

—_

1+ +1—1
3 3

w

6. Offre du producteur concurrentiel, profit et part du profit lorsque p = 6. Sous
concurrence pure et parfaite, 'entreprise prend le prix p comme donné et choisit sa production

() pour maximiser son profit :

(Q) = pQ — C(Q) =pQ — 6Q = (p — 6)Q.

Analyse selon la valeur de p.

Premier cas :

p < 6.

Alors
m(Q)=(p—-6)Q <0 pour tout @ > 0.

Le profit est donc maximal pour

Deuxieme cas :

Alors
m(Q)=0 pour tout Q > 0.

Toute quantité est alors optimale. L’offre n’est pas une fonction ordinaire, mais une correspon-

dance :

Q" €0, +00].|

Troisieme cas :
p > 6.
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Alors
m(Q) = (p—6)Q

est croissant sans borne avec (). Il n’existe donc pas de solution optimale finie.

Conclusion. L’offre du producteur concurrentiel s’écrit :

0 sip <6,

Q°(p) = { tout Q >0 sip=6,

pas d’optimum fini si p > 6.

Cas particulier p = 6. Si
p=6,

alors
m(Q)=0 pour tout Q > 0.

Le profit est donc nul, quelle que soit la quantité produite :

= 0.

La part du profit dans le chiffre d’affaires vaut alors

7'['*

pR*

Interprétation économique. Dans une technologie a rendements constants a 1’échelle, le
colit moyen est constant et égal au coflit marginal. En concurrence pure et parfaite, le seul prix

compatible avec un équilibre concurrentiel est donc
p=CM =Cm =6,

et le profit est alors nul.

Vérification finale pour Q = 8. A la combinaison optimale trouvée,
(L*,K*,T") = (16,8,4),

la production vaut
Q= (16 x 8 x 4)/3.

Or
16 x 8 x 4 = 512,
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et
512 = 83.

Donc
Q =512'/3 =3.

Le cotit vaut
1x164+2x84+4x4=16+ 16+ 16 = 48.

C(8) =6 x 8 = 48.

Tout est donc cohérent.

Réponse finale.

La combinaison (8, 8,8) permet bien de produire 8, mais elle ne minimise pas le coiit.
L’entreprise doit augmenter le travail et diminuer le capital et la terre.

La combinaison de coiit minimal pour @ = 8 est (L*, K*,T") = (16,8, 4).

La fonction de coiit total est C'(Q) = 6Q, d’out Cm(Q) =6 et CM(Q) = 6.

L’offre vérifie Q°(p) =0si p < 6, Q° € [0, +0o0[ si p =6, et il n’existe pas d’optimum fini si p > 6.

Lorsque p = 6, le profit est nul et sa part dans le chiffre d’affaires est nulle.

Corrigé de ’exercice 5
On considére une entreprise qui produit selon la technologie
Q = (LKTE)Y?,

avec prix des facteurs

L’entreprise cherche d’abord a minimiser le colit nécessaire pour produire une quantité donnée,

puis a déterminer son offre en concurrence pure et parfaite.

1. Vérification de la faisabilité technique de la combinaison proposée. On souhaite

produire

Qi
Il
o

On considere la combinaison

(L,K,T,E) = (8,8,8,2).
Il faut vérifier que cette combinaison permet bien de produire exactement 4 unités.
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On remplace L =8, K =8, T = 8 et =2 dans la fonction de production :
Q= (8x8x8x2)5

Calculons le produit :
8 x 8 x 8 x2=1024.

Or
45 = 1024.

Donc
Q = 1024'/° = 4.

Conclusion. La combinaison
(L,K,T,E) = (8,8,8,2)

est bien techniquement admissible pour produire

Q=4

2. Test d’optimalité de la combinaison proposée. Rappel de cours. Dans un probleme

de minimisation des cofits avec solution intérieure, la condition marginale d’optimalité s’écrit

Autrement dit, le dernier euro dépensé dans chacun des facteurs doit procurer le méme supplément

de production.
Calcul des productivités marginales. La fonction de production est
Q — (LKTE)l/S — L1/5K1/5T1/5E1/5.

On en déduit :
PmL _ 6762 _ lL_4/5K1/5T1/5E1/5,

oL 5
_0Q 15 515 15
Pmy = o.£ = SLVPKPTES,

Py = 29 %L1/5K1/5T*4/5E1/5,

_0Q 1 5 15005 )5
Pmpg 8E_5L K /°T°E .

Comme il s’agit d’'une fonction Cobb—Douglas, on peut aussi écrire

1Q 1Q 1Q 1Q
Pm; = -2  Pmg=-2. Pmp=-=  Pmp=-%.
ML =57 MK = 550 W= WE = 57p
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Evaluation en (L, K, T, F) = (8,8,8,2). Comme cette combinaison produit Q =4, on a :

Py (LK, T B) = £ 5 = o
Py (L, K., B) = £ < = 10,
P (L, K, T, E) = é% - %
Pmp(L, K, T, E) = %g _ %

On compare maintenant les productivités marginales par euro dépensé :

Pm;, 1/10 1
w 1 10
Pmg  1/10 1
r 220
Pmy  1/10 1
s 4 40
Pmp  2/5 1
e 8 2
On obtient donc
Pmj, Pmy B Pmpg Pmp
w r e s

Ces quatre rapports ne sont pas égaux.

Conclusion. La combinaison

(L,K,T,E) = (8,8,8,2)

ne minimise pas le coiit de production de ) = 4.

3. Sens de modification des facteurs. Puisque
PmL PmK . PmE PmT
w r e s

un euro supplémentaire dépensé en travail procure plus de production qu’un euro supplémentaire

dépensé en capital, en terre ou en énergie. A 'inverse, la terre est ici le facteur le moins performant

par euro dépensé.

A production donnée, 'entreprise peut donc réduire son cofit en transférant une partie de sa

dépense :

— vers le travail, qui est relativement sous-utilisé;

— au détriment de la terre, qui est relativement sur-utilisée.
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Comme
Pmyg  Pmpg
- 9

r e

le capital et I’énergie sont déja correctement arbitrés I'un par rapport a ’autre au panier proposé.

Le réajustement principal porte donc ici sur le travail et la terre.

Conclusion. L’entreprise doit :

augmenter L et diminuer 7.

4. Détermination de la combinaison productive de cotit minimal pour Q = 4

1 : écrire les conditions marginales d’optimalité.

A Toptimum intérieur, on doit avoir

Pm; Pmg _
w or s e
En utilisant les écritures
1Q 1Q
Pmp =-—= Pmg = -— Pmy =-= Pmgp =-=
L=57 K K T ) E )
on obtient
1Q 1Q 1Q 1Q
5L _ 5K _ 5T _5E
1 2 4 8

Etape 2 : en déduire les relations entre les facteurs.

Comparons successivement le premier terme aux autres.

De
1
L 2K’
on déduit
L =2K,
soit
L
K=—.
2
De
1 1
L 4T’
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on déduit

L =4T,
soit
L
T=—.
4
De
1
L 8FE’
on déduit
L =8E,
soit
L
EF=—.
8

Nous avons donc exprimé tous les facteurs en fonction de L :

L L L
2’ 4’ 8

Etape 3 : utiliser la contrainte technologique.

On veut produire

Q = 4.

La contrainte technologique est donc
(LKTE)Y® = 4.

On remplace K, T et E par les expressions obtenues :

L L L\Y5

Calculons le produit a l'intérieur de la parenthese :

;LD L L
2 4 8 64
Donc s
L4
<6> - 4.
On peut écrire
[A/5
641/5
Or
641/5 = 25/5,
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Ainsi,
L% = 4. 255,

Il est plus simple ici de remarquer que, si

alors

et le produit vaut
16 x 8 x 4 x 2 =1024 = 47,

donc
Q = 1024'/° = 4.

La solution est donc

Conclusion. La combinaison productive de colit minimal permettant de produire

Qi
1
N

est

(L*, K", T", E") = (16,8,4,2).

5. Fonction de coiit total, colit marginal et colit moyen. On raisonne maintenant pour

une quantité générale @ > 0.
Etape 1 : demandes conditionnelles de facteurs.

Les conditions marginales donnent toujours

On remplace dans la fonction de production :

1/5 4\ /5
SR
2 4 8 64

Comme
641/5 — 640,2 — 26/5’
on obtient 45
L
Q=175
641/
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En élevant les deux membres a la puissance %, il vient

L =64'/4Q%*,

Or
641/4 = 26/4 — 93/2 _ 9./3.
Ainsi,
L*(Q) = 2v2Q°/*.
Par suite,
k=@ _ g
4 2
* _ L*(Q) _ \/5 5/4
@ =2 ="2q
Donc

Etape 2 : calcul du cofit total.

Le cotlit total vaut

C(Q) = wL™(Q) + rK*(Q) + sT™(Q) + eE™(Q).

En remplagant par w =1, r = 2, s = 4, e = 8, on obtient

0@ =1-2V3Q7 1227 41 @ 8. Y QN

Calculons chaque terme :
1. 2\@@5/4 _ 2\/§Q5/4,
9. \/§Q5/4 _ 2\/5@5/4,

T Nelol

g. \fQ5/4 Y NoYe s

En additionnant,

C(Q) = 8v2QY*.
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Etape 3 : cotit marginal.

Le colit marginal est

_dC(Q)
Cm(Q) = W
Comme
C(Q) =8v2Q",
on obtient
Cm(Q) = 8v2- ZQV‘* — 10vZ QYA
Donc

Cm(Q) = 10vV2 Q4.

Etape 4 : coiit moyen.

Le colit moyen est

_C@Q)
Ainsi, )
5/4
CM(Q) = WiQQ =8v2Q"".
Donc

CM(Q) = 8V2Q"*.

On remarque que
Cm(Q) =10vV2QY* et CM(Q) =8vV2QY*

donc

Cm(Q) > CM(Q).

Interprétation. La fonction de production présente des rendements décroissants a I’échelle,

puisque la somme des exposants vaut

1+1+1+1—4<1
5 5 5 5 5

Il est donc naturel que le colit marginal soit croissant et supérieur au cotit moyen.

6. Offre optimale, demandes de facteurs, profit et part du profit lorsque p = 20. Sous
concurrence pure et parfaite, 'entreprise prend le prix p comme donné et choisit sa production

() pour maximiser son profit :

m(Q) = pQ — C(Q) = pQ — 8vV2 Q™.
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Etape 1 : déterminer 1’offre.

Dans une solution intérieure, la condition d’optimalité s’écrit

p=Cm(Q).
Comme
Cm(Q) = 10v2Q"*,
on obtient
p=10V2QY4
On isole @ :
/4 _ P
Q 0v3
donc

Etape 2 : cas particulier p = 20.

Si

p = 20,
alors . .

20 2
520 = [ —— ) =(-2=) =(2)*=4.
o -(57) - (7) -2

Le producteur offre donc

Q" =4.

Etape 3 : en déduire les demandes optimales de facteurs.

On sait que, au cotlit minimal,

On obtient :

L* = 2V2 x 4v/2 = 16,
K*=vV2x4V2=38,
T*_\fxwi_z;,
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5
E*:[x4\@:2.

Ainsi,

](L*,K*,T*,E*) = (16,8,4,2).\

Etape 4 : calcul du profit.

Le profit vaut
™ =pQ* — C(QY).

Calculons d’abord le chiffre d’affaires :

pQ* = 20 x 4 = 80.

Calculons ensuite le cotit total :
C(4) = 8v/2 x 4°/4,

Or
P/ = 41/2.
Donc
C(4) =8V2 x 4V/2 =8 x 4 x 2 = 64.
Ainsi,
7™ =80 — 64 = 16.
Donc

" = 16.

Etape 5 : part du profit dans le chiffre d’affaires.
La part du profit dans le chiffre d’affaires vaut

* 16 1

pQ*:%:S'

Ainsi,

* 1

pQ* 5

Interprétation économique. La somme des exposants de la fonction de production vaut

P:g-

Pour une technologie homogene de degré p, on a en concurrence parfaite

m=(1-p)pQ.
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Ici,

4 1
l—p=1—=-=-
P 5 5
ce qui redonne immédiatement .
™= 5]9@

Vérification finale pour Q = 4. A la combinaison optimale trouvée,

(L*,K*,T*, E*) = (16,8, 4, 2),

la production vaut

Or

Q= (16 x8x4x2)1/°.

16 x 8 x 4 x 2 = 1024 = 4°.

Donc

Q = 1024'/° = 4.

Le cotlit vaut

1x16+2x84+4x4+8x2=16+164164 16 = 64.

C(4) = 82 x 4°/* = 64.

Tout est donc cohérent.

Réponse finale.

La combinaison (8, 8,8, 2) permet bien de produire 4, mais elle ne minimise pas le cofit.
L’entreprise doit augmenter le travail et diminuer la terre.
La combinaison de coiit minimal pour @ = 4 est (L*, K*,T*, E*) = (16, 8,4, 2).
La fonction de cofit total est C(Q) = 8v2 Q%%
d’ott Cm(Q) = 10v2QY* et CM(Q) = 8vV2 Q™.
4
L’offre du producteur est Q°(p) = (1;?/5) i
Lorsque p =20, ona Q" =4, (L*,K*,T*, E*) = (16,8,4,2),

1
le profit vaut 7" = 16, et sa part dans le chiffre d’affaires vaut —.
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Corrigé de I’exercice 6

On considere une entreprise qui produit selon la technologie
Q _ L1/3K1/3T1/6,

avec prix des facteurs

L’entreprise cherche d’abord a minimiser le cotit nécessaire pour produire une quantité donnée,

puis a déterminer son offre en concurrence pure et parfaite.

1. Vérification de la faisabilité technique de la combinaison proposée. On souhaite

produire

Q = 32.

On considere la combinaison

(L, K,T) = (256,16, 64).

Il faut vérifier que cette combinaison permet bien de produire exactement 32 unités.

On remplace L = 256, K = 16 et T' = 64 dans la fonction de production :

Q = 2563 16'/3 641/9.

Calculons chaque terme séparément :

256 = 28 — 92561/3 = 98/3,
16=2" = 16Y3=2"3
64 — 96 — 641/6 = 2.

Par conséquent,
Q=283 %243 x2=20123 x2=9%x2=2°=32.

Conclusion. La combinaison

(L,K,T) = (256,16, 64)

est bien techniquement admissible pour produire

Q =32
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2. Test d’optimalité de la combinaison proposée. Rappel de cours. Dans un probleme

de minimisation des cofits avec solution intérieure, la condition marginale d’optimalité s’écrit

Pm; Pmg Pmyp

w r S

Autrement dit, le dernier euro dépensé dans chacun des facteurs doit procurer le méme supplément

de production.
Calcul des productivités marginales. La fonction de production est
Q _ L1/3K1/3T1/6.

On en déduit :
Py = 2@ = L2 pespue

oL 3
o 14 _
P - % _ /3K 2/3T1/6
BET oK T 3 !

1
P _ % 7L1/3K1/3T*5/6‘
BTTor T 6

Comme il s’agit d’'une fonction Cobb—Douglas, on peut aussi écrire

1 1
PmL:fQ Pszgg,

= Pmy = -2
3L WT =57

Cette écriture simplifie tres fortement les calculs.

Evaluation en (L,K,T) = (256, 16,64). Comme cette combinaison produit ) = 32, on a :

S 132 32 1
Pm (L K.T)=-°2 — 22 _ —
mp (L K T) = 3506 = 768 = 217
132 32 2

Pmp(L K. T)= -2 =22 _ =2
mK(7 ’) 316 48 3’
132 32 1
Pmp(L, K, T) = 152 - 32 _ 1

664 384 12
On compare maintenant les productivités marginales par euro dépensé :

Pm; 1/24 1

w 2 48’
Pmg  2/3 1
r 2 3
Pmy 1/12 1

s 1 127

On obtient donc
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Ces trois rapports ne sont pas égaux.

Conclusion. La combinaison
(L,K,T) = (256, 16,64)

ne minimise pas le coiit de production de ) = 32.

3. Sens de modification des facteurs. Puisque

Pm Pm Pm
K > T > L
w

)

r s
un euro supplémentaire dépensé en capital procure ici plus de production qu’un euro supplémen-

taire dépensé en terre, et plus encore qu’un euro supplémentaire dépensé en travail.

A production donnée, 'entreprise peut donc réduire son cofit en réallouant sa dépense :

— vers le capital et la terre, relativement sous-utilisés ;
— au détriment du travail, relativement sur-utilisé au regard de son cofit.

Conclusion. L’entreprise doit :

augmenter K, augmenter 7T, et diminuer L.

4. Détermination de la combinaison productive de cotit minimal pour Q = 32. Etape

1 : écrire les conditions marginales d’optimalité.

A Toptimum intérieur, on doit avoir

w - r - s
En utilisant les écritures
1 1 1
mry, 3L ) mpg 3 K) mr 6 T)
on obtient
1Q 1Q 1Q
3L _ 3K _ 6T
2 2 1

1 1 1
6L 6K 6T

Ainsi,
L=K=T.
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Interprétation. Avec les prix choisis ici, les pondérations dues aux exposants de la fonction
de production sont exactement compensées par les prix des facteurs. Le colit minimal est donc

obtenu lorsque les trois facteurs sont utilisés en quantités égales.

Etape 2 : utiliser la contrainte technologique.

On veut produire

Q = 32.

La contrainte technologique est donc
LY3RBTY6 = 39,

Comme
L=K=T,

on peut écrire
L1/3L1/3L1/6 = 392.

En additionnant les exposants :

1 1,15
33 6
Donc
L6 =32
On éleve les deux membres a la puissance g :
L =32°°.
Or
32 =2°,
donc
320/5 = (2°)6/5 = 25 = 64.
Ainsi,
L = 64.
Comme
L=K=T,
on obtient
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est

](L*,K*,T*) = (64, 64, 64).‘

5. Fonction de coiit total, colit marginal et cofit moyen.

une quantité générale @@ > 0.

Etape 1 : demandes conditionnelles de facteurs.

Les conditions marginales donnent toujours

L=K=T.

On remplace cette relation dans la fonction de production :

Q — L1/3L1/3L1/6 — L5/6.

On en déduit

L*(Q) = Q"

Et comme L =K =T,

On raisonne maintenant pour

K (@ = Q"

Q) = Q%°.

Etape 2 : calcul du coiit total.

Le cout total vaut

C(Q) = wL™(Q) +rK™(Q) + sT™(Q).

En remplagant par

w =2, r=2, s=1,
on obtient
C(Q) =2Q"° +2Q°° + Q.

Donc

C(Q) = 5Q°°.
Etape 3 : cotit marginal.
Le colit marginal est

_ dC(@Q)

Comme

C(Q) = 5Q°,
on obtient



Ainsi,

Cm(Q) = 6Q"/°.

Etape 4 : coiit moyen.

Le colit moyen est

Donc

Ainsi,

On remarque que

Cm(Q)=6Q"° et  CM(Q)=5Q"",

donc

Cm(Q) > CM(Q).

Interprétation. La fonction de production présente des rendements décroissants a I’échelle,

puisque la somme des exposants vaut

1+1 1_5<1
3 6 6 '

w

Il est donc naturel que le colit marginal soit croissant et supérieur au cotit moyen.

6. Offre optimale, demandes de facteurs, profit et part du profit lorsque p = 12. Sous
concurrence pure et parfaite, ’entreprise prend le prix p comme donné et choisit sa production

() pour maximiser son profit :

m(Q) = pQ — C(Q) = pQ — 5Q°/°.

Etape 1 : déterminer offre.

Dans une solution intérieure, la condition d’optimalité s’écrit

p=Cm(Q).

Comme

on obtient
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On isole @ :

donc

Cas particulier p = 12. Si

p=12,
alors s
12
Q%(12) = (6> =25 =32
Le producteur offre donc
Q" = 32.

Etape 2 : en déduire les demandes optimales de facteurs.

On sait que, au colt minimal,
Q) =Q  K(@Q=QP  T9Q) ="
En remplagant ¢ = 32, on obtient

L*=320/5 =64, K*=320°=¢64 T* = 325/5 = 64.

)

Ainsi,

](L*,K*,T*) = (64, 64, 64).\

Etape 3 : calcul du profit.

Le profit vaut
™ =pQ" - C(Q).

Calculons d’abord le chiffre d’affaires :

pQ* =12 x 32 = 384.

Calculons ensuite le cofit total :
C(32) = 5 x 325/,

320/5 — 64,

Donc
C(32) =5 x 64 = 320.
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Ainsi,
7" = 384 — 320 = 64.

Donc
" = 64.

Etape 4 : part du profit dans le chiffre d’affaires.
La part du profit dans le chiffre d’affaires vaut

™ 64 1

pQ*_@:G

Ainsi,

* 1

pQ* 6

Interprétation économique. La somme des exposants de la fonction de production vaut

/3:6-

Pour une technologie homogeéne de degré p, on a en concurrence parfaite

m=(1-p)pQ.
Ici, -
et T
ce qui redonne immédiatement .
™= EPQ

7. Effet d’une multiplication de tous les prix par un méme facteur A > 0. On suppose
maintenant que le prix du bien et tous les prix des facteurs sont multipliés par un méme scalaire
A> 0.

Les nouveaux prix sont donc

p = \p, w = A\w, r = Ar, s’ = Xs.

Rappel de cours. L'offre du producteur concurrentiel et les demandes de facteurs sont homogenes
de degré 0 en tous les prix. Cela signifie que, si le prix du bien et tous les prix des facteurs sont

multipliés par un méme facteur, les choix réels de I'entreprise ne changent pas.

Conséquence. La production optimale et les demandes optimales de facteurs sont inchangées :

Q*/ — Q* — 327
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L*I:L*:64, K*/:K*:647 T*/:T*:64

Interprétation économique. Seuls les prix relatifs importent. Une multiplication commune de
tous les prix ne modifie ni les arbitrages technologiques, ni la production optimale. Elle ne fait

que changer 'unité monétaire dans laquelle les prix sont exprimés.

Effet sur le profit. Comme le chiffre d’affaires et le coiit total sont tous deux multipliés par A,

le profit est lui aussi multiplié par A :

™ = \r* = 64)\.

Effet sur la part du profit dans le chiffre d’affaires. La part du profit dans le chiffre

d’affaires ne change pas :
7T*/ )\7.‘_* 7T*

pPQY  ApQ*  pQ*

Donc

! 1

p/Q*/ - 6‘

Vérification finale pour Q = 32. A la combinaison optimale trouvée,
(L*, K*,T*) = (64,64,64),

la production vaut
Q = 64'/3641/3641/6,

Or
64 = 25,

donc
6413 =22 =4, /6 =2

Ainsi,
Q=4x4x2=32.

Le cotit vaut
2x64+2x64+1x64=128+ 128 + 64 = 320.

C(32) =5 x 32/5 = 5 x 64 = 320.

Tout est donc cohérent.
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Réponse finale.

La combinaison (256, 16,64) permet bien de produire 32, mais elle ne minimise pas le cofit.
L’entreprise doit augmenter le capital et la terre, et diminuer le travail.
La combinaison de cotit minimal pour = 32 est (L*, K*,T*) = (64, 64,64).
La fonction de coiit total est C'(Q) = 5Q5/°,
ot Cm(Q) = 6Q'° et CM(Q) = 5Q'/°.

5
L’offre du producteur est Q°(p) = (Z) .
Lorsque p =12, on a Q* =32, (L*, K*,T") = (64,64, 64),

1
le profit vaut 7" = 64, et sa part dans le chiffre d’affaires vaut 6

Si tous les prix sont multipliés par A, les choix réels sont inchangés, le profit est multiplié par A,

1
et la part du profit dans le chiffre d’affaires reste égale a 6
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4 Equilibre général en économie d’échanges

4.1 Rappels théoriques
1. Cadre général d’une économie d’échanges

On consideére une économie d’échanges pure, c¢’est-a-dire une économie dans laquelle il n’y a ni
M
production, ni accumulation, ni temps, ni incertitude. Les agents se distinguent uniquement

par :

— leurs préférences sur les biens de consommation ;

— leurs dotations initiales en ces biens.

On suppose qu’il y a I agents, notés

et L biens, notés

Pour chaque agent 7, on note :

son panier de consommation, et

sa dotation initiale.

Les préférences de I'agent ¢ sont représentées par une fonction d’utilité

Le vecteur de prix est

L
p=(p1,...,p) ERY .
Dans tout ce recueil, on se place volontairement dans le cas de solutions intérieures :

ch >0 pour tout 7 et tout /.
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2. Dotations initiales et construction des contraintes budgétaires

Dans une économie d’échanges, il n’existe pas de revenu exogene donné indépendamment des

prix. Le revenu de 'agent i est la valeur marchande de sa dotation initiale. Il vaut donc
m; =p- -w = Zpgw}.
(=1
La contrainte budgétaire de ’agent ¢ s’écrit alors

p-c <p-wh

c’est-a-dire

L . L .
> ey < pew.
/=1 /=1

Interprétation fondamentale. Comme dans toute théorie du choix, la contrainte budgétaire

exprime l'inégalité entre :
valeur des emplois < wvaleur des ressources.
Ici:
— la wvaleur des emplois est la dépense de consommation :
i

p-cy

— la wvaleur des ressources est la valeur de la dotation initiale :

Lorsque les préférences sont strictement croissantes, ou plus généralement localement non saturées,
I’agent dépense toute la valeur de sa dotation. La contrainte budgétaire est donc saturée a

Poptimum :

Dans le cas de deux biens, on obtient

plczi + p2C§ = plwzi + pwé-

Dans le cas de trois biens,

P1C] + pach + psch = prwi + pawh + pswh.
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3. Le probléme individuel de ’agent

A prix donnés, 'agent ¢ choisit son panier de consommation de maniére & maximiser son utilité
sous sa contrainte budgétaire :

max u’(c?)
cleRY

sous

pc <p-uw

La demande optimale de I’agent i, pour un vecteur de prix p, est appelée sa demande walras-

sienne. On la note souvent

' (p,p-w').
Autrement dit, les demandes individuelles dépendent :

— des prix;

— du revenu, lequel est lui-méme égal a la valeur de la dotation initiale.

4. Conditions marginales d’optimalité pour un agent

Supposons que la solution de ’agent ¢ soit intérieure :

ch>0 pour tout £.
On note .
. ou’
Umj = oc,

I'utilité marginale du bien ¢ pour I'agent i.

A Toptimum intérieur, on doit avoir ’égalité des utilités marginales par euro dépensé :

i
Umj

b1

i
Um,

D2

_ Um7,
pL

Interprétation économique. Le dernier euro dépensé dans chacun des biens doit procurer le
méme supplément d’utilité. Sinon, I’agent pourrait accroitre son utilité en réallouant sa dépense

vers le bien qui procure la plus forte utilité marginale par euro dépensé.

5. Taux marginaux de substitution et prix relatifs

Dans le cas de deux biens 1 et 2, le taux marginal de substitution de ’agent ¢ est

i
Um;

TMS! , = —1L.
1,2 Um},
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A Toptimum intérieur, la condition d’égalité des utilités marginales par euro dépensé s’écrit alors

Um’i _ Umé Umi _n '
D1 D2 Umj  p2

Donc

i b1
™S, , = —.
b2 p2

Dans le cas de trois biens, on obtient par exemple

TMSi, =2 et TMSi, =L

D2 ps3

Interprétation économique. A optimum, le taux auquel 'agent est prét a substituer un bien

a un autre doit étre exactement égal au rapport auquel le marché permet cette substitution.

6. Gains a I’échange et absence de gains a I’échange

Dans une économie d’échanges a deux biens, deux agents A et B peuvent réaliser des échanges

mutuellement avantageux deés lors que leurs taux marginaux de substitution different :

TMS{, # TMST,.

Interprétation. Les deux agents n’évaluent pas de la méme maniere le taux de substitution
entre les biens. Il existe alors un rapport d’échange intermédiaire qui améliore la situation des

deux.

A Tinverse, en une allocation intérieure ou il n’existe plus de gains mutuels a 1’échange, on doit

avoir

Et, dans un équilibre concurrentiel intérieur, cette égalité prend la forme plus précise

A p1
TMS{, = TMSP, = oy

7. Définition de I’équilibre général walrassien

Un équilibre général walrassien est constitué :

— d’un vecteur de prix

*

p* = (pl,--.,pL);
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— et d’une allocation

1x JESW
(¢, ..., ™)
tels que deux conditions soient simultanément satisfaites.

Premieéere condition : optimalité individuelle. Pour chaque agent ¢, le panier ¢** maximise

I’'utilité u* sous la contrainte budgétaire associée a p* :

Deuxieéme condition : équilibre de tous les marchés. Pour chaque bien /,
I I
Tk 7
Do =D wp
i=1 i=1

Autrement dit, pour chaque bien, la demande totale doit étre égale a la ressource totale disponible.

8. Dotations agrégées et conditions d’équilibre de marché

On note la dotation agrégée de I’économie

I
w = Zwi.
i=1

Ses composantes sont

@g:Zwé pour tout £ =1,..., L.

Les conditions d’équilibre des marchés s’écrivent donc

I
Z ch =y pour tout £.
i=1

Dans une économie & deux biens, les conditions de marché sont :

1 I_ - 1 I_ -
Cl+"'+61:(d1, 02+"'+C2:QJ2.
Dans une économie a trois biens, elles deviennent :
1 I_ - 1 I_ - 1 I_ -
Cl+"'+01:w17 CQ+"‘+02:W2, C3—|—"‘+63:W3~
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9. Demande excédentaire agrégée

On définit la demande excédentaire agrégée par

I I
2(p) =) a'(pp-w') =Y wh
i=1 i=1
Pour chaque bien /¢, sa composante est
I . .
2e(p) = zy(p,p-w') — &y,
i=1

L’équilibre général peut alors se reformuler ainsi :
z(p") = 0.

Autrement dit, a I’équilibre, la demande excédentaire est nulle sur chacun des marchés.

10. Loi de Walras
La loi de Walras est une relation centrale de la théorie de 1’équilibre général. Elle affirme que

p-z(p) =0.

Autrement dit,

L
> pez(p) = 0.
=1

Démonstration directe. Pour chaque agent ¢, a 'optimum,

i

p-zi(p,p-w)=p-
Donc
p-(z'(pp-w') —w') =0.
En sommant sur tous les agents,
Y p- (@' (pp-w’) —w') =0.
i=1
Par linéarité du produit scalaire, cela donne

P (le(p,p ‘w') = Zw’) = 0.
i=1

=1
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Donc

p-z(p) =0.

Interprétation économique. La valeur totale des demandes excédentaires est nulle. Il est donc
impossible qu’il y ait, au méme vecteur de prix, des exces de demande valorisés positivement sur

tous les marchés.

Conséquence pratique essentielle. Dans une économie a L biens, une des L équations

d’équilibre de marché est redondante.
Ainsi :

— avec 2 biens, il suffit de résoudre une seule équation d’équilibre indépendante ;
— avec 3 biens, il suffit d’en résoudre deux ;

— plus généralement, il suffit d’en résoudre L — 1.

C’est précisément 1’outil conceptuel qui permet de ne pas étre déstabilisé lorsque le nombre de

biens passe de 2 a 3 ou davantage.

11. Normalisation des prix et choix du numéraire

Les prix ne sont déterminés qu’a un facteur multiplicatif commun pres. Si p est un vecteur de
prix d’équilibre, alors pour tout A > 0,
Ap

représente le méme systéme de prix relatifs.

On peut donc choisir librement une normalisation, par exemple

Le bien 1 est alors pris comme numéraire.

Interprétation. Le choix d’un numéraire ne modifie pas les allocations réelles. Il fixe simplement

I'unité dans laquelle les prix sont exprimés.

Dans les exercices, cette normalisation simplifie les calculs en remplacant le vecteur

(p1 ) p2)
par
(1,p2),
Oou encore
(pl » D2, p3)
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par

(17172;173)-

12. Homogénéité de degré 0 et absence d’illusion monétaire

Les demandes walrassiennes sont homogenes de degré 0 en prix et revenu. Cela signifie que, pour
tout A > 0,

En économie d’échanges, comme

_ i
m; =p-w,

on peut aussi écrire

' (Ap, Ap - w') = 2'(p,p- w').

Interprétation économique. Si tous les prix et la richesse nominale sont multipliés par un
méme facteur, les choix réels des agents ne changent pas. Seuls comptent les prix relatifs et la

richesse réelle.

Cette propriété exprime 'absence d’illusion monétaire.

13. Homogénéité de degré 1 en richesse dans les cas usuels du recueil

Dans les exercices standards du recueil, les demandes individuelles prennent souvent une forme
particulierement simple. Pour des préférences Cobb—Douglas ou logarithmiques pondérées, a prix

fixés, les demandes sont linéaires en revenu.

Autrement dit, pour un prix donné p,

z'(p,m) = ma'(p,1).

Cela signifie que les demandes sont homogenes de degré 1 par rapport a la richesse.

Interprétation. Si le revenu est multiplié par 2, les quantités demandées sont multipliées par 2

lorsque les prix sont inchangés.

Cette propriété n’est pas universelle pour toute fonction d’utilité, mais elle vaut dans les formes

fonctionnelles les plus utilisées dans les exercices élémentaires du recueil.
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14. Cas usuels de demandes walrassiennes

a) Cas Cobb—Douglas. Si les préférences de I’agent i sont

L
u'(ch, ..., ch) = H(c@)af, ay >0,
(=1

alors les demandes walrassiennes sont

b) Cas logarithmique pondéré. Si les préférences de I’agent ¢ sont
u'(cf, .. cp) =Y Beln(cp),  Be>0,
/=1

alors les demandes walrassiennes sont

Be m;

h=—"
CT B+ B e

Conclusion commune. Dans ces deux cas, les demandes prennent la forme

) L
G=0""  6>0, S 6=1
b =1

Les coefficients 6, sont alors les parts budgétaires constantes.

15. Agrégation des demandes et cas d’agent représentatif

Supposons que tous les agents aient les mémes parts budgétaires

01,...,0rL.
Autrement dit, pour chaque agent i,
i mi
Cp = 0@7.
De

Alors la demande agrégée du bien ¢ vaut

[ S L
Zc} = Zﬂg—l =0,— Zmi.
i=1 i=1 Pe 5

be
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I I
ZmZ:Zp-wz:p w
i=1 i=1
Donc
p-w
Ce(p) = 0r——
Dbe

Interprétation. Dans ce cas particulier, la demande agrégée dépend seulement :

— des prix;
— de la dotation agrégée ;

— et non de la répartition des dotations entre les agents.

C’est exactement le type de situation dans lequel I’économie se comporte comme st elle était

gouvernée par un agent représentatif doté des mémes parts budgétaires.

Il faut toutefois souligner que cette propriété n’est pas générale. Elle vaut dans des cas particuliers,

notamment lorsque les préférences individuelles conduisent & des parts budgétaires identiques.

16. Effets d’une redistribution de dotations ou d’un transfert de revenu

Supposons que ’on modifie la répartition des dotations entre les agents, sans modifier la dotation

agrégée :

E w' inchangée.

i=1
Deux cas doivent étre soigneusement distingués.

Premier cas : cas général. Une redistribution des dotations modifie les revenus individuels
i
m; =p-w'.

Elle modifie donc en général les demandes individuelles et peut affecter la demande agrégée. Les

prix d’équilibre peuvent alors changer.

Deuxiéme cas : parts budgétaires identiques. Si tous les agents ont les mémes parts

budgétaires 6, alors
m
Ce(p) = 9=,
De
Or Y, m; = p-w ne dépend que de la dotation agrégée. Si la redistribution laisse w inchangée,

alors la demande agrégée est inchangée. Les prix d’équilibre ne changent donc pas.

Interprétation. Dans ce cas particulier, seuls comptent les revenus agrégés, non leur répartition

entre agents.
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17. Cas a deux biens et cas a trois biens : ce qui change réellement

Le passage de deux a trois biens n’introduit aucune difficulté conceptuelle nouvelle. Il faut

simplement étre rigoureux dans I’écriture.

Dans le cas de deux biens :
— chaque agent a une contrainte budgétaire a deux termes;
— T’équilibre de marché porte sur deux biens;
— par la loi de Walras, une seule équation de marché indépendante suffit ;
— le prix relatif pertinent est p;/p2, ou bien py si p; = 1.
Dans le cas de trois biens :
— chaque agent a une contrainte budgétaire a trois termes;
— il faut déterminer deux prix relatifs indépendants ;
— par la loi de Walras, deux équations de marché indépendantes suffisent ;

— la logique économique est exactement la méme.

Point pédagogique décisif. La maitrise de la loi de Walras est précisément ce qui permet de

ne pas étre déstabilisé par ’augmentation du nombre de biens.

18. Absence de TMT dans une économie d’échanges pure

Dans une économie d’échanges pure, il n’y a pas de production. Il n’y a donc pas de frontiere de

transformation entre biens, et par conséquent pas de taux marginal de transformation a utiliser.

Autrement dit :

en économie d’échanges pure, l'outil central est le TMS, non le TMT.

Le TMT n’interviendrait que dans un modele d’équilibre général avec production.

19. Méthode générale de résolution des exercices

Dans les exercices d’équilibre général en économie d’échanges, on procedera systématiquement

selon les étapes suivantes.

Etape 1. Ecrire les dotations initiales et calculer, pour chaque agent, la valeur de sa richesse :

m; =p-w'.

Etape 2. Ecrire la contrainte budgétaire de chaque agent :



Etape 3. Déterminer les demandes walrassiennes de chaque agent, soit :

— a partir des conditions marginales

7 7
Ume o Umk
- ’

P Pk
soit
— & partir des formules usuelles de demande lorsque les préférences sont Cobb—Douglas ou

logarithmiques.
Etape 4. Additionner les demandes individuelles pour obtenir les demandes agrégées.
Etape 5. Ecrire les conditions d’équilibre des marchés :
Z C% = Wy.
i
Etape 6. Utiliser la loi de Walras pour ne résoudre que L — 1 équations indépendantes.

Etape 7. Interpréter économiquement le vecteur de prix obtenu, puis analyser, le cas échéant,

Ueffet d’une redistribution des dotations ou d’un transfert de revenu.

20. Synthese des relations essentielles

Pour résoudre les exercices d’équilibre général en économie d’échanges figurant dans ce recueil,

les relations fondamentales & maltriser sont les suivantes :

mi=p-w'
(valeur de la richesse de I’agent 1),
p-c=puw
(contraintes budgétaires saturées),
Umj _ Um, o Um7,
h P2 pL

(condition marginale d’optimalité individuelle),

i be
TMS, , = —
bk Dk

(condition de tangence individuelle),
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.MN
L.
Il
§\

=1
(équilibre de marché),
2(p) =0
(formulation en demande excédentaire),
p-2(p) =0

(loi de Walras),

' (Ap, Am;) = 2 (p, m;)

(homogénéité de degré 0 en prix et richesse),

et, dans les cas usuels de parts budgétaires constantes,

Ces relations constituent 1'ossature théorique de tous les exercices qui suivent.

4.2 Intitulés
Exercice 1

On considére une économie d’échanges comprenant trois biens de consommation 1, 2 et 3, ainsi

que deux agents A et B.

Les préférences de I'agent A sont représentées par la fonction d’utilité
Ua = () (e,

et celles de ’agent B par
Up = 3In(cP) + 2In(cP) + In(cd),

ou cé désigne la consommation du bien ¢ par 'agent 1.

Les dotations initiales sont les suivantes :

w? =(0,90,90),  w® = (120,60,150).
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Le bien 1 est pris comme numéraire. On note donc

p1 =1, p2 >0, p3 > 0.

On suppose dans tout ’exercice que les solutions considérées sont intérieures.
1. Ecrire les contraintes budgétaires des deux agents.

2. Déterminer les demandes walrassiennes de I'agent A.

3. Déterminer les demandes walrassiennes de ’agent B.

4. Ecrire les conditions d’équilibre général sur les marchés et déterminer les prix d’équilibre

(03, P3).
5. Déterminer 'allocation d’équilibre.

6. Un transfert monétaire d’'un montant 7" est mis en place au profit de A, au détriment de B,
sans modification des dotations physiques agrégées. Montrer, sans refaire tous les calculs, que

les prix d’équilibre ne sont pas modifiés. Expliquer soigneusement pourquoi.

Exercice 2

On considére une économie d’échanges comprenant trois biens de consommation 1, 2 et 3, ainsi

que deux agents A et B.

Les préférences de I'agent A sont représentées par la fonction d’utilité
Ua = (') ey e,

et celles de ’agent B par
Up = In(cP) + In(cF) + 21In(cF),

ou c@ désigne la consommation du bien ¢ par 'agent 1.

Les dotations initiales sont les suivantes :

w? = (0,200,100),  w® = (100,0,200).

Le bien 1 est pris comme numéraire. On note donc

p1 =1, p2 >0, p3 > 0.

On suppose dans tout I'exercice que les solutions considérées sont intérieures.

1. Ecrire les contraintes budgétaires des deux agents.

149



2. Déterminer les demandes walrassiennes de I'agent A.
3. Déterminer les demandes walrassiennes de l'agent B.

4. Ecrire les conditions d’équilibre général sur les marchés et déterminer les prix d’équilibre

(p5,p3)-
5. Déterminer ’allocation d’équilibre.

6. On met maintenant en place un transfert monétaire de montant 7" au profit de A, au détriment
de B, avec T suffisamment petit pour que les prix d’équilibre demeurent strictement positifs.
Déterminer les nouveaux prix d’équilibre en fonction de T', puis commenter soigneusement

leffet du transfert sur les prix.

7. Expliquer en quoi cet exercice differe fondamentalement du cas ou les deux agents ont

exactement les mémes parts budgétaires.

Exercice 3

On considére une économie d’échanges comprenant quatre biens de consommation 1, 2, 3 et 4,

ainsi que deux agents A et B.

Les préférences de I'agent A sont représentées par la fonction d’utilité
Ua = (c')!(cd)*cseq,
et celles de ’agent B par
Up = 4In(cP) + 2In(c?) + In(cf) + In(cP),

ou cé désigne la consommation du bien ¢ par 'agent 1.

Les dotations initiales sont les suivantes :

w? =1(0,80,40,120),  w? = (120,40, 80,120).

Le bien 1 est pris comme numéraire. On note donc

p1 =1, p2 >0, p3 >0, ps > 0.

On suppose dans tout I'exercice que les solutions considérées sont intérieures.
1. Ecrire les contraintes budgétaires des deux agents.
2. Déterminer les demandes walrassiennes de I'agent A.

3. Déterminer les demandes walrassiennes de I'agent B.
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4. Montrer que les demandes agrégées peuvent s’écrire sous la forme

Colp) = 0,212,
De

ou M (p) désigne la valeur de la dotation agrégée de 1’économie. Préciser les coefficients 6.

5. Ecrire les conditions d’équilibre général sur les marchés et déterminer les prix d’équilibre

(p5, 15, P3)-
6. Déterminer l'allocation d’équilibre.

7. On suppose maintenant que ’économie dispose d’une nouvelle dotation agrégée
@' = (120,120, 120, 480).

Par exemple, on peut penser que I’agent A recgoit une dotation supplémentaire en bien 4, si

bien que les dotations deviennent
W' =(0,80,40,360),  w'” = (120,40,80,120).

Déterminer les nouveaux prix d’équilibre (ph, p§, py) sans redéterminer toutes les demandes

individuelles. Commenter soigneusement le résultat obtenu.

Exercice 4

On considére une économie d’échanges comprenant quatre biens de consommation 1, 2, 3 et 4,

ainsi que deux agents A et B.

Les préférences de I'agent A sont représentées par la fonction d’utilité
Ua = (cf')ciles (c1)?,
et celles de 'agent B par
Up = In(cP) + 2In(cP) + In(cd) + 2In(cP),

ou cz désigne la consommation du bien ¢ par 'agent 1.

Les dotations initiales sont les suivantes :

w? =(0,60,0,0),  w® = (60,30,100,400).

Le bien 1 est pris comme numéraire. On note donc

p1 =1, pa >0, p3 >0, ps > 0.
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On suppose dans tout I’exercice que les solutions considérées sont intérieures.
1. Ecrire les contraintes budgétaires des deux agents.

2. Déterminer les demandes walrassiennes de I’agent A.

3. Déterminer les demandes walrassiennes de I'agent B.

4. Montrer que, pour les biens 3 et 4, les demandes agrégées dépendent seulement du revenu

total de ’économie, alors que ce n’est pas le cas pour les biens 1 et 2.

5. Ecrire les conditions d’équilibre général sur les marchés et déterminer les prix d’équilibre

(95, P3, P4)-
6. Déterminer ’allocation d’équilibre.

7. On met maintenant en place un transfert monétaire de montant 1" au profit de A, au détriment
de B, avec T suffisamment petit pour que les prix d’équilibre demeurent strictement positifs.
Déterminer les nouveaux prix d’équilibre en fonction de 7', puis commenter soigneusement

Ieffet du transfert sur les prix.

Exercice 5

On considere une économie d’échanges comprenant trois biens de consommation 1, 2 et 3, ainsi

que trois agents A, B et C.

Les préférences des agents sont représentées par les fonctions d’utilité suivantes :

Ua = (eH2e5 e, Up = In(cP) + 2In(cP) + In(cd), Uc = In(c{) + In(cS) + 21In(c§).

Les dotations initiales sont :

w? = (120,0,0), wB =1(0,120,0),  w“ =(0,0,120).

Le bien 1 est pris comme numéraire. On note donc

p1 =1, p2 >0, p3 > 0.

On suppose dans tout I'exercice que les solutions considérées sont intérieures.
1. Ecrire les contraintes budgétaires des trois agents.

2. Déterminer les demandes walrassiennes de ’agent A.

3. Déterminer les demandes walrassiennes des agents B et C.

4. Ecrire les conditions d’équilibre général sur les marchés et déterminer les prix d’équilibre
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(95, p3)-
5. Déterminer ’allocation d’équilibre.

6. On met maintenant en place un transfert monétaire de montant 7" au profit de A, au détriment
de C, avec T suffisamment petit pour que les prix d’équilibre demeurent strictement positifs.

Déterminer les nouveaux prix d’équilibre en fonction de T'.

7. Commenter soigneusement l'effet du transfert sur les prix. En particulier, expliquer pourquoi
le marché du bien 2 demeure décrit par la méme équation qu’avant le transfert, alors que les

prix d’équilibre changent malgré tout.

Exercice 6

On considére une économie d’échanges comprenant quatre biens de consommation 1, 2, 3 et 4,

ainsi que trois agents A, B et C.

Les préférences des agents sont représentées par les fonctions d’utilité suivantes :

Uy = (0‘14)20’240?0214, Up = 2ln(c?)—i—ln(cg)—i—ln(c;?)—l—ln(Cf)a Uc = ln(c?)—i—ln(cg)—ﬂln(c3c)+1n(cg).

Les dotations initiales sont :

w? = (0,100,0,0), w? = (100, 0,0, 100), w® = (0,0,200,100).

Le bien 1 est pris comme numéraire. On note donc

p1=1, p2 > 0, p3 >0, ps > 0.

On suppose dans tout I'exercice que les solutions considérées sont intérieures.
1. Ecrire les contraintes budgétaires des trois agents.

2. Déterminer les demandes walrassiennes de I’agent A.

3. Déterminer les demandes walrassiennes des agents B et C.

4. Montrer que, pour les biens 2 et 4, les demandes agrégées dépendent seulement du revenu

total de I’économie, alors que ce n’est pas le cas pour les biens 1 et 3.

5. Ecrire les conditions d’équilibre général sur les marchés et déterminer les prix d’équilibre

(p5, P35, p4)- On utilisera explicitement la loi de Walras pour ne résoudre que trois marchés.
6. Déterminer l'allocation d’équilibre.

7. On met maintenant en place un transfert monétaire de montant 7" au profit de A, au détriment
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de C, avec T suffisamment petit pour que les prix d’équilibre demeurent strictement positifs.
Déterminer les nouveaux prix d’équilibre en fonction de T', puis commenter soigneusement

Ieffet du transfert sur les prix.

4.3 Corrections

Corrigé de I’exercice 1

On considere une économie d’échanges a trois biens et deux agents, avec préférences
Ua=(c1)*())?e,  Up=3I(e])+2In(c5) + In(cf),

et dotations initiales
wd = (0,90, 90), WP = (120, 60, 150).

Le bien 1 est le numéraire :

p1 =1, p2 >0, p3 > 0.

1. Contraintes budgétaires des deux agents. Rappel de cours. Dans une économie

d’échanges, la richesse de 'agent 7 est égale a la valeur marchande de sa dotation initiale :
mi =p-w.

La contrainte budgétaire s’écrit alors

Comme les préférences sont ici strictement croissantes, la contrainte budgétaire est saturée a

loptimum :

Agent A. Sa dotation est

La valeur de cette dotation est
mag =1xX0+p2 x 90+ p3 x 90.

Donc

m4 = 90p2 4+ 90ps.
Sa contrainte budgétaire est donc
Cfl + p20§4 + p36§4 = 90p2 + 90ps.
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Ainsi,

cit + pach + pscs = 90p2 + 90ps.

Agent B. Sa dotation est
w?B = (120, 60, 150).

La valeur de cette dotation est
mp =1 x 120 + po x 60 + p3 x 150.

Donc
mp = 120 + 60ps + 150ps3.

Sa contrainte budgétaire est

B 4 pacB + pscl =120 + 60py, + 150ps.

Ainsi,

P + pack + pscf =120 4 60p; + 150ps.

2. Demandes walrassiennes de 1’agent A. L’agent A a pour utilité
Ua = (c1)*(c3)?cs.
Etape 1 : calcul des utilités marginales. On a
Umi' = 3(cf!)*(c)’cs,
Umj' = 2(cf)’e5 e,

Umjg = (c1')*(e3)*.

Etape 2 : conditions marginales d’optimalité. A Poptimum intérieur, on doit avoir

Umi! _ Um3' _ Umj'

b1 D2 b3

Comme p; = 1, cela devient

Il est plus commode d’utiliser les rapports deux a deux.

155



En comparant les biens 1 et 2, on obtient

Um‘f‘_&_l
Umi  p2 p2

o Umf 3 (cf)Ped  3ef
Umsy  2(cf)3cdesd  2¢f
Donc
3 ¢4 1
2¢f  p2

Par produit en croix,

3pgc§4 = 20{1.

Donc

3
Cf = 5])2 6124 .

En comparant maintenant les biens 1 et 3, on obtient

Um’l4 _n 1
Ulrnf),4 p3 D3

Or
A AN2(,.AN\2 A A
Umi  3(ef)*(e5)cs 3073
A~ A3 A2 T U AC
Umg3 (cf)3(cd) 51
Donc
c§4 1
A=
(&5 b3
Par produit en croix,
A A
3p3C3 — Cl .
Ainsi,
A A
c1 = 3pscy.

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire. La contrainte budgétaire de A est
cit + pach + pscy = 90p2 + 90ps.

On remplace 0‘24 et c3A en fonction de c‘f‘. Des relations précédentes, on tire

A A
A_2q A la

ch = -—, =-—.
27 3y 57 33

En substituant dans la contrainte :

24 18
e[ 2| 43| o= | =90p2 + 90p;.
3 p2 3 p3
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Donc

2 1
c‘f‘ + gc’f‘ + gc‘f1 = 90p2 + 90ps.

Ainsi,

20’14 = 90p2 + 90ps.
On en déduit

et = 45py + 45ps.

Puis
2¢4 245 45
0124:,(371:,“:30_’_30@’
3p2 3 P2 D2
et
1ed 145 45
sz,@:,uzl5@+l5'
3ps 3 D3 D3

Conclusion. Les demandes walrassiennes de ’agent A sont

' = 45py + 45p;,

A =30+ 302,
D2

A =152 115,
p3

Remarque. On retrouve bien ici des parts budgétaires constantes :

3 1 2 1 1

3+2+1 2 6 3 6

3. Demandes walrassiennes de ’agent B. L’agent B a pour utilité

Up = 3In(cP) + 2In(cP) + In(cf).

Etape 1 : calcul des utilités marginales. On a

B __ 3 B __ 2 B __ 1
Uml = CiB, Um2 = CiB, Um3 = CiB
1 2 3

Etape 2 : conditions marginales d’optimalité. A Poptimum intérieur,

Um? B Um?Z B Um?

P p2 p3
Comme p; = 1, cela donne
3 2 1
011B pzczB pscf '



Comparons d’abord les biens 1 et 2 :

3 2
C{B pack’

Par produit en croix :

3p2C2B = 20’13.

Donc
3

B B

cr = 5Py -
Comparons ensuite les biens 1 et 3 : 5 )

o pscf
Par produit en croix :

3pgc?])3 =B
Donc

= 3p363B .

On retrouve exactement les mémes proportions que pour ’agent A.

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire. La contrainte budgétaire de B est

P + pac + psch = 120 + 60p; + 150ps.

Comme précédemment,
B B
B 2c] g lc
g =-—, g = -—.
3 p2 3 p3

En substituant :

1cP
+p3 | =— | = 120 + 60p2 + 150ps3.
3 p3

Donc

2 1

Ainsi,
2¢8 =120 + 60py + 150ps.

On en déduit
cP =60 + 30py + 75ps.

Puis
2¢8 260430 75 40
B2 2T s A0 o 508,
3p2 3 D2 D2 D2
et
1¢8 160+ 30 75 20
Bt 20Tt Tops 20 P2 | gy
3ps 3 D3 D3 D3
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Conclusion. Les demandes walrassiennes de ’agent B sont

P =60+ 30py + 75ps,

40

B == 420+ 503,
P2 P2
20

B ==41022 195
p3 p3

Remarque essentielle. Les deux agents ont ici exactement les mémes parts budgétaires :

1 1

1
2 3 6

Cette propriété simplifiera fortement ’analyse de ’équilibre général.

4. Conditions d’équilibre général et détermination des prix d’équilibre. Etape 1 :

dotations agrégées. Les dotations totales de I’économie sont
w; =0+ 120 = 120, wy = 90 4+ 60 = 150, w3 = 90 4 150 = 240.

Donc
w = (120,150, 240).

Etape 2 : conditions d’équilibre des marchés. A 'équilibre général, on doit avoir
e + P =120,

s + e =150,

i + B = 240.

Rappel sur la loi de Walras. Comme il y a trois biens, une des trois équations de marché est

redondante. Il suffit donc d’en résoudre deux.

Etape 3 : écrire les demandes agrégées. Additionnons les demandes individuelles.

Pour le bien 1,
et + P = (45py 4 45p3) + (60 + 30py + 75ps3).

Donc

e+ B =60 + 75py + 120ps.

Pour le bien 2,

40
A+ b= (30+30§3) + (p+20+50§3) .
2 2 2

159



Donc

40
0‘24—1—023:504-]74-80?.
2 2

Pour le bien 3,

20
A+ cB= (15p2+15> + <+10p2+25> .
b3 b3 p3

Donc

20
c§‘+c33:40+p—+25%.
3 3

Etape 4 : résoudre les équilibres de marché.

Commencgons par le marché du bien 1 :
60 + 75p2 + 120p3 = 120.

Donc
75p2 + 120p3 = 60.

En divisant par 15,

op2 + 8p3 = 4.
Passons ensuite au marché du bien 2 :
40
50 + — + 8022 = 150.
D2 D2
Donc 10
= 1802 =100
b2 D2

En multipliant par po,
40 + 80p3 = 100ps.

Utilisons maintenant la relation issue du marché du bien 1 :
Op2 + 8p3 =4 = 80ps = 40 — 50ps.
En substituant dans I’équation précédente :

40 4 (40 — 50p3) = 100ps.

Donc
80 = 150ps-.
On en déduit
«_ 8
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Puis, a l'aide de

5p2 + 81'03 - 47
on obtient .
5. — + 8p3 = 4.
15 +op3 =
Ainsi,
S g4
3 p3 = 4.
Donc
8p3 = 57
et
s _ 1

Conclusion. Les prix d’équilibre sont

8 1
ok eEy = (1. —. 2.
(plap%p?)) ( a15a 6)

5. Allocation d’équilibre. 11 suffit de remplacer (po,ps) par (%,%) dans les demandes

individuelles.

Agent A.

Pour le bien 1,

8 1
A
= 45 45p3 = 45 - — + 45 .
91 p2 + 40p3 15+ 6
Calculons : . ) 45 5
g 15 3-8 ’ g 6 2
Donc
24+15 48+15 63
c = — — T
1 2 2 2 2
Pour le bien 2,
1/6
— 30+ 3022 = 30 + 302
cj =30+ P 3081
Or
/6115 155
8/15 6 8 48 16
Donc
e =30+ 30- 3—30+@—30+§
2= 16 16 8
Ainsi,
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Pour le bien 3,

Donc

Ainsi,

Agent B.

Pour le bien 1,

Calculons :

Donc

Pour le bien 2,

Donc

Ainsi,

Pour le bien 3,

Or

Donc

Ainsi,

P2 8/15

c§:15£3+15:15m+15.
815 8 . 48 16
1/6 15 15 5

16
c§‘:15-€+15:3-16+15:48—|—15:63.

63 315
Ax
= (2 e ,63>.

8 1
B =60+30py+ 7hp3 =60+30- — + 75 —.

15 6
8 1 75 25
—:1 _= — = —
30 5 6, 75 5 5
25 25 152 25 177
B
f =60+16+ - =76+ =+ ==

40
B == 420 +502

P2 D2
40 15 5
=402 =75 B2
P2 8 P2 16
3 5 250 125
5023 —po. 2 = 220 _ 222
s 16 16 8
125 125 760 125 885
B
S TE4 204 2 — g5 2 = DY 222 0%
“2 +a0+ g s T8 8
20
B == 11022 1925
P3 p3
2 1
0 9962120, 2_16
D3 D3 5
1
1072 —10. 10 _ 39,
D3 )

=120+ 32425 = 177.
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Ainsi,

177 885

Bx

= —, — 177 .
¢ (2’8’ )

Vérification des marchés.

Pour le bien 1,

63 177 240
=y =2 = 190.
2 T2 2 20

Pour le bien 2,
315 885 1200

8 TR TR
Pour le bien 3,
63 + 177 = 240.

Tous les marchés sont bien équilibrés.

6. Effet d’un transfert monétaire T de B vers A. On suppose qu'un transfert monétaire

d’un montant 1" est mis en place au profit de A, au détriment de B.

Les nouveaux revenus sont donc

m/y =ma+T, mly =mp —T.

Point clé. Les deux agents ont exactement les mémes parts budgétaires :

Cl - 7m7;, C2 = - 63 - - .
2 3 p2 6 p3
La demande agrégée devient donc :
1 1 1
Cr = §mf4 + §m39 = Q(m/A +m’p),

o _imy  Llmp  Lmy+mp

27" 3ps 3p2 3 pp

oy tma tmp | Lmi+mp
6ps 6p3 6  p3

mly+mp=(ma+T)+ (mp—T)=ma+mp.
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Le revenu total de ’économie est donc inchangé.

Il en résulte que
C] = Oy, Ch = Oy, C4 = Cs.

Conclusion. La demande agrégée est inchangée pour tout vecteur de prix. Comme la dotation

agrégée est elle aussi inchangée, les prix d’équilibre ne sont pas modifiés.

Ainsi,

v %
|
3
W *
Il
I

Py = —

demeurent les prix d’équilibre apres le transfert.

Interprétation économique. Le transfert modifie la répartition individuelle du revenu, mais
non le revenu total de ’économie. Comme les deux agents ont exactement les mémes parts
budgétaires, seule la somme des revenus importe pour la demande agrégée. L’économie se
comporte alors, du point de vue de la demande agrégée, comme si elle était gouvernée par un

agent représentatif.

Réponse finale.

Contraintes budgétaires :
ci' + p2cs + paci = 90ps + 90ps,
P + pack + pscB =120 4 60p; + 150ps.

Demandes de A :

it = 45py + 45pg, ¢ =30+3022 o = 1522 415,
D2 p3

Demandes de B :

40 20
e =60+ 30ps + Thps, F = — +20+5022 B — = 1102 o5,
p2 P2 b3 b3

Prix d’équilibre :
8 1
k k * — 1 — .
(p17p27p3> ( 71576>

Allocation d’équilibre :

1
A= (63,35,63),

278
177 885
Bx
= —,—,1 .
c (2,8,77>

Un transfert monétaire T' de B vers A ne modifie pas les prix d’équilibre,

car les deux agents ont les mémes parts budgétaires et la demande agrégée ne dépend alors que du revenu to
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Corrigé de I’exercice 2
On considere une économie d’échanges a trois biens et deux agents, avec préférences
A2 A A B B B
Ua = (c])cycy, Up =In(c’) +1n(cy’) +21n(c3),

et dotations initiales
wA = (0,200, 100), WP = (100, 0, 200).

Le bien 1 est le numéraire :

p1 =1, Py > 0, p3 > 0.

1. Contraintes budgétaires des deux agents. Rappel de cours. Dans une économie

d’échanges, la richesse de 'agent i est égale a la valeur de sa dotation initiale :
mi =p-w'.

La contrainte budgétaire s’écrit donc

Comme les préférences sont ici strictement croissantes, la contrainte budgétaire est saturée a

loptimum :

Agent A. Sa dotation est
w? = (0,200, 100).

La valeur de cette dotation est
mag =104 ps-200+ ps3 - 100.

Donc
ma = 200p2 4+ 100ps3.

Sa contrainte budgétaire est donc

o+ pacd + pacs = 200p; + 100ps.

Ainsi,

e + pac + pscd = 200p; + 100ps.
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Agent B. Sa dotation est
wB = (100, 0,200).

La valeur de cette dotation est
mp = 11004 p2 - 0+ p3 - 200.

Donc
mp = 100 4 200ps3.

Sa contrainte budgétaire est

B 4 pacl + p3cl =100 + 200p3.

Ainsi,

B+ pacB + p3cB = 100 + 200ps.

2. Demandes walrassiennes de agent A. L’agent A a pour utilité
Ua = (c)2cd'cs.

Etape 1 : calcul des utilités marginales. On a

Umfl = QCfCQ €3 Umjy = (Cf‘)QC?a Um3 = (0114)20124-

Etape 2 : conditions marginales d’optimalité. A Poptimum intérieur,

Um{! _ Umj _ Umg4

b1 D2 b3

Comme p; = 1, cela revient a écrire

A _ _
Um) = =

Commencgons par comparer les biens 1 et 2 :

Um‘f‘_&_l

Umi  p2  po

A A A LA A
Umi  2cicyey

Umy' ()% et
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Donc

22— 1
(&) b2
Par produit en croix,
2pgc‘24 = 0‘14.
Ainsi,
c‘f = 2pgc‘24.

Comparons maintenant les biens 1 et 3 :

Um{! _pn_ 1
U]fn{;,4 p3s D3

Or
Um‘l4 B 20‘140‘24034 B ﬁ
AT A2, A T A”
Umy (c1)%cs il
Donc
03‘4 1
270 =
(&) b3
Par produit en croix,
A A
2p3cy =1 .
Ainsi,
A A
c1 = 2pscy.

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire. De

A A A A
€1 = 2pacy et ¢l = 2pscy,
on tire " "
A_ G A_ G
C2 = —, C3 = —.
2p2 2p3

On remplace dans la contrainte budgétaire de A :

A Cf‘ Cf‘

ci +p2 | =— | +p3| = | =200p2 + 100ps.
2py 2p3

Donc

1 1
it + §c{‘ + 54:’14 = 200p2 + 100ps.

Ainsi,
2¢4t = 200py + 100ps.
On en déduit
et = 100py + 50ps.
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Puis

A
100 50
0124: a 10Up2 + oUps :50+25]£’
2p2 2p2 D2
et N
100 50
c?:izwz‘mﬁ_,_%)'

2p3 2p3 D3

Conclusion. Les demandes walrassiennes de ’agent A sont

et = 100py + 50ps,

A =50 + 2522,
p2

et = 5022 4+ 25,
p3

Remarque. On retrouve bien les parts budgétaires de I'agent A :

2 1 1 1

2+1+1 2 4 4

3. Demandes walrassiennes de agent B. L’agent B a pour utilité

Up = In(cP) + In(c¥) + 21n(cF).

Etape 1 : calcul des utilités marginales. On a

1 1 2
B _ B _ B _
Umy = —, Umy = —, Umg = —.
& ch c3

Etape 2 : conditions marginales d’optimalité. A Poptimum intérieur,

Um?  Umf Umf

p1 D2 D3

Comme p; =1,
1 1 2

= "B . B
Cy D2Cy p3cs

Comparons d’abord les biens 1 et 2 :

1
F T pacd
On en déduit
Cig = pQCZB’
soit
CJ19 = p2C§-
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Comparons ensuite les biens 1 et 3 :

1 2

BT B

il p3c3
Par produit en croix,

B B

p3c3 = 2cy .

Ainsi,
1
B B
Cl = §p303 .

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire. Des relations précédentes, on tire

B B

B_ G B 201

cy = —, c3 = —.
D2 p3

On remplace dans la contrainte budgétaire de B :

B cf 2¢f
cf +p2| — | +p3 = 100 + 200ps.
P2 p3

Donc
P+ P 4268 =100 + 200ps.

Ainsi,
4¢P =100 + 200ps.

On en déduit
P =25 + 50p;.

Puis 5
25 4+ 50 25
B_ G 2H0Ups 2 0P8
b2 p2 b2 p2

et

2¢8 50+ 100 50
C§Z&ZM:7+100_
b3 b3 b3

Conclusion. Les demandes walrassiennes de ’agent B sont

e = 25+ 50ps,

25

B =2 1 5028
p2 P2
50

== 4+100
p3
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Remarque importante. Les parts budgétaires de ’agent B sont

1 1 1

44D
ce qui differe des parts budgétaires de 'agent A, égales a

1

2’ 4’ 4

Cette différence est au coeur de 'exercice.

4. Conditions d’équilibre général et détermination des prix d’équilibre. Etape 1 :

dotations agrégées. Les ressources totales sont
w; = 0+ 100 = 100, wy = 200 4 0 = 200, w3 = 100 + 200 = 300.
Donc
w = (100, 200, 300).

Etape 2 : conditions d’équilibre des marchés. A I'équilibre,

e + B =100,

s + B = 200,

5 + & = 300.

Rappel sur la loi de Walras. Comme il y a trois biens, une des trois équations de marché est

redondante. Il suffit donc d’en résoudre deux.

Etape 3 : écrire les demandes agrégées.

Pour le bien 1,

'+ P = (100ps + 50ps) + (25 + 50p3) = 100p; + 100ps + 25.

Pour le bien 2,

25
b= <50 + 25?) + (p + 50?) .
2 2 2

Donc o
A+ B =50+ 475
b2 P2

Etape 4 : résoudre les équilibres de marché.

170



Commencgons par le marché du bien 1 :
100p2 + 100ps + 25 = 100.

Donc
100p2 4+ 100p3 = 75.

En divisant par 100,

L8
b2 +p3 = 1
Passons au marché du bien 2 : o
50 + =2 + 7523 = 200.
b2 D2
Donc o
22 5P — 5.
D2 D2

En multipliant par pe,
25 + 75p3 = 150ps.

En divisant par 25,

1+ 3p3 = 6pa.
Nous devons donc résoudre le systeme
3
P2 +p3 = 1
1+ 3ps = Gpa.

Remplacons py par % — p3 dans la seconde équation :

3
1+3p3—6<—p3).

4
Donc 9
1+3p3 = 5—6]93-
Ainsi, .
9p3 = 5
On en déduit
. 7
Ps = E
Puis
«_ 3 7
EEVEETY
Mettons au méme dénominateur :
3 27 7 14
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Donc

L2714 13
P27 36 736 36

Conclusion. Les prix d’équilibre sont

13 7
(p17p27p3) ( 7367 18)

5. Allocation d’équilibre. Il suffit de remplacer (p2,ps) par (%, 1—78> dans les demandes

individuelles.

Agent A.

Pour le bien 1,

13 7
A
it = 100py + 50ps = 100+ - +50 - o
Calculons : 13 395 - 175
]_  —_— = — ¢ _—= —,
00 3% =9 V8T
Donc 500
A _ oW
= 9
Pour le bien 2,
A p3 7/18
=50+25— =50+25- ——.
“2 T 20 13736
Or
718 7 36 1
13/36 18 13 13
Donc
2 13 13 13 ' 13 13
Pour le bien 3,
N P2 13/36
=502 4+ 25 =50 - —— + 25.
C3 3 + 7/18 +
Or
13/36 13 18 13
7/18 36 7 14
Donc
=50 4 o5 =220 1T B0
5 14 T T T
Ainsi,
A (500 1000 500)
cT=——,—].
9 13 7
Agent B.

172



Pour le bien 1,

7 175 225 175 400
B
— 2 — 2 - — = 2 —_ = _
ef =25+50p3 = 25450 1o =25+ 5t 5
Pour le bien 2, o5
==+ 5022
D2 D2
Or 25 36 900 14 700
2952220 5B o0 - =2
Do 13 13 Do 13 13
Donc
5 1600
cy —_.
13
Pour le bien 3, 50 18 900 700 1600
B
=2 1100=50- — +100 = — + =
=t 7t 7 T 7

Ainsi,

B <400 1600 1600)
cFr=—, —,—— .
9’ 137 7

Vérification des marchés.

Pour le bien 1,
500 400 900

00 =W Y o0,
5 + 5 5 00
Pour le bien 2,
1000 n 1600 2600 900
1313 13 T
Pour le bien 3, 500 1600 2100

7 7 7

Tous les marchés sont bien équilibrés.

6. Effet d’un transfert monétaire 7' de B vers A. On met en place un transfert monétaire

de montant T" au profit de A, au détriment de B.

Les nouvelles contraintes budgétaires deviennent :
e+ pacd + pacd = 200py + 100ps + T,

B 4 pacB + pyeB =100 + 200ps — T

Etape 1 : nouvelles demandes individuelles.

Comme les préférences ne changent pas, les parts budgétaires ne changent pas.
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Pour 'agent A, les parts budgétaires sont

Donc

A T
c¢; = 100p2 + 50p3 + 3

T
A =50+252% 4
P2 4p2

T
=502 4254 —.
p3 4ps

Pour 'agent B, les parts budgétaires sont

1 1 1
L 2
Donc T
¢ =25+ 50p3 — .,
25 T
B =225 - =
D2 P2 4pe
50 T
B == 4+100- —.
D3 2ps3

Etape 2 : nouvelles demandes agrégées.

Pour le bien 1,

T T
et 4+ B = 100py + 50p3 + 5 +25+50ps — .

Donc

A B T
el + et = 100p2 + 100ps + 25+ 7.

Pour le bien 2,

T 25 T
A +cB= <5o+25p3+> + (+50p3—).
P2 4po D2 p2  4po

Les termes en T se simplifient, donc

25
c§‘+c2’3:50+p—+75%3.
2 2

Pour le bien 3,
T 50 T
ch 4B = <5op2+25+) + (+100—).
p

3 4ps3 P3 2p3
Donc 50 T
A4l =502 p125 4 = -
D3 p3  4ps

Etape 3 : nouvelles conditions d’équilibre.
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Le marché du bien 1 donne :

T
100ps + 100p5 + 25 + - = 100.

Donc

T
100p; + 100p3 = 75 — -

En divisant par 100,

L8 T
P2 T pP3 = 1400
Le marché du bien 2 donne : o5
50+ — + 7522 = 200.
p2 P2
C’est exactement la méme équation qu’avant :
25
=2 752 = 150.
P2 P2

En multipliant par ps,
25 4 75p3 = 150pa.

En divisant par 25,

1+ 3p3 = 6pa.
Nous devons donc résoudre le systeme
- 3 T
b2 ~Pp3 = 4 400°
14 3p3 = 6po.
Etape 4 : résolution.
De la premiere équation, on tire
3 T
p2 4 400 p3-

On remplace dans la seconde :

4 400
Donc
14 3p3 = 3T
pP3 = 5 200 P3-
Ainsi,
op. — L _ 3T
P3 =9 7 900"
On en déduit
1T
P3 =18 7~ 600"



Puis
*_3_1ﬁ_(7_fr>
P2= 1" 200 \18 " 600/

Mettons les constantes ensemble :

3 7T _13
4 18 36
Et les termes en T :
T l T

400 7600 12000

Donc
13 T

P2 =36 7 1200°

Conclusion. Les nouveaux prix d’équilibre sont

13 T 7 T

S(T) = —> L f(T) = — L
1) =300 D=1 60

Ces formules sont valables pour les valeurs de T" assurant la positivité des prix, c’est-a-dire pour
py(T)>0 et pi(T) > 0.

La contrainte la plus restrictive est

700
p3(T) >0 = T<—.

Commentaire économique.

Le transfert de revenu au profit de A modifie la demande agrégée parce que A et B n’ont pas les

mémes parts budgétaires.

En effet :

— lagent A consacre la moitié de son revenu au bien 1, alors que B n’y consacre qu’un quart ;

— inversement, B consacre la moitié de son revenu au bien 3, alors que A n’y consacre qu’un
quart ;

— les deux agents consacrent en revanche la méme part de leur revenu au bien 2, a savoir un

quart.
Par conséquent, lorsque 'on transfere du revenu de B vers A :

— la demande agrégée du bien 1 augmente ;
— la demande agrégée du bien 3 diminue;

— la demande agrégée du bien 2 reste inchangée.

Comme le bien 1 est le numéraire, 'augmentation de la demande relative du bien 1 se traduit ici

par une baisse de ps et de ps, c’est-a-dire des prix des biens 2 et 3 relativement au bien 1.
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7. Différence avec le cas de parts budgétaires identiques. Dans 'exercice précédent, ou
dans tout exercice ou les deux agents ont exactement les mémes parts budgétaires, la demande

agrégée s’écrit sous la forme
ma+ mp

Pe

Elle dépend donc seulement du revenu total de I’économie, et non de sa répartition entre les

Ce(p) = 0,

agents.

Dans un tel cas, un transfert de revenu d’un agent vers ’autre, a revenu total inchangé, ne

modifie pas la demande agrégée et ne change donc pas les prix d’équilibre.

Ici, au contraire, les parts budgétaires different entre A et B. La demande agrégée dépend donc
de la répartition du revenu entre les deux agents. Un transfert de revenu modifie alors les prix

d’équilibre.

Conclusion conceptuelle. La propriété d’invariance des prix a une redistribution n’est pas
générale. Elle ne vaut que dans des cas particuliers, notamment lorsque les agents ont les mémes

structures de demande en parts budgétaires.
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Réponse finale.

Contraintes budgétaires :
e 4 pacd + paci = 200py + 100ps,
B+ pacB + pscB = 100 + 200ps.
Demandes de A :

i =100py + 50ps, i =50+ 2523 f = 5022 4 25,
D2 p3
Demandes de B :
25 g 90

B =951 50p;, cB==245022 B =2"1100.
D2 D2 b3

Prix d’équilibre :
13 7
(p17p27p3) ( ) 367 18)

Allocation d’équilibre :
A 500 1000 500
C 3

9’7 1377
B (400 1600 1600)
==,

9’7 137 7

Apres un transfert T' de B vers A, les nouveaux prix d’équilibre sont

13 T 7T
P20 =36~ P =17%" G0

pour T suffisamment petit pour garantir la positivité des prix.

Les prix changent parce que A et B n’ont pas les mémes parts budgétaires.

Corrigé de ’exercice 3

On considere une économie d’échanges a quatre biens et deux agents, avec préférences
Us= () (eg)?eief,  Up=4n(ef) +2In(c5) + In(ef) + In(cf),

et dotations initiales

w? = (0,80,40,120),  w? = (120,40, 80,120).

Le bien 1 est le numéraire :

p1:17 p2>07 p3>07 p4>0
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1. Contraintes budgétaires des deux agents. Rappel de cours. Dans une économie

d’échanges, la richesse de I'agent 7 est la valeur marchande de sa dotation initiale :
m; =p-w

La contrainte budgétaire s’écrit donc

Agent A. Sa dotation est
w? = (0,80, 40,120).

La valeur de cette dotation est
ma=1-04po -804+ p3-40+ py - 120.

Donc
ma = 80pa + 40p3 + 120p4.

Sa contrainte budgétaire est donc

A+ poct + p3cd + pacih = 80ps + 40p3 + 120p4.

Ainsi,

c’f‘ + pgcg1 + pchA + 1?46214 = 80p2 + 40p3 + 120p4.

Agent B. Sa dotation est
w? = (120, 40, 80, 120).

La valeur de cette dotation est
mp =1-1204 ps - 40 + p3 - 80 + p4 - 120.

Donc
mp = 120 + 40ps + 80p3 + 120p4.

Sa contrainte budgétaire est donc

P+ pocl + p3cl + pack = 120 + 40py + 80p3 + 120py.

179



Ainsi,

C{B + p262B + ng3B + p40flB = 120 + 40p2 + 80p3 + 120p4.

2. Demandes walrassiennes de 1’agent A. L’agent A a pour utilité

Ua = (c)(e5) e e

Etape 1 : calcul des utilités marginales. On a
Umi' = 4(cf')*(e5)?eg'ef
Ui = 2(el)'efefel
Umg' = () *(eg)ef,

Umj' = (cf')*(cg)?c5.

Etape 2 : conditions marginales d’optimalité. A Poptimum intérieur, on doit avoir

Um‘l4 _ Um‘24 _ Umg4 _ Umf

p1 D2 ps3 P4

Comme p; = 1, cela donne

Or
A AN3( . A\2 A_A A
Umyj 4(c’)” (g ) g ey _ o
Umg'  2(c{)'efefed eff
Donc
0‘24 1
275 =—
&) D2
Par produit en croix,
A A
2pacy =7 .
Ainsi,
A A
¢l = 2pacy .

Comparons ensuite les biens 1 et 3 :
Umf! 1

Umj  ps’
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A AV3(.A\2 A A A
Umi 4(ct) (cd) eq ey _43
A A4 LAN2 A A
Umj (cf)*(ch)?ch G
Donc
i 1
A5 =
&) b3
Par produit en croix,
A
4dpscy = ¢
Ainsi,
A A
c; = 4pscy

Comparons enfin les biens 1 et 4 :

Um‘l4 1
Umf D4
Or A A\3(.A\2 A A A
Umyp  4(cf)* () c5cs _4074
A A4 (A2 LA A
Umj (cf)*(cg))?cs a
Donc
it 1
&) P4
Par produit en croix,
A
dpacy =cy .
Ainsi,
A A
¢y =4pscy .

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire. Des relations précédentes, on tire

A A A
A4 A4 A4
> 2py S dpy’ T dpy

On remplace dans la contrainte budgétaire de A :

A o ot cff
1 + D2 % + p3 Tpg + p4 47]?4 =80p2+40p3+120p4.

Donc

1 1 1
ol + gcf‘ - Zc‘f + Zc‘f = 80p2 + 40p3 + 120pq4.

Ainsi,
2¢it = 80pg + 40p3 + 120p,.
On en déduit
¢ = 40py + 20p3 + 60p4.
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Puis
(651 D2 2 D3 P4 20 10 D3 30 P4 7

A
cy = —
? 2p2 2po D2 P2
A 40 20 60
szi: p2 4 2Up3 + p4:10]2+5+15@’
4ps3 4p3 D3 D3
et
A
40 20 60
op = L _ DRI E O P2y 5B g,
4py 4py P4 D4

Conclusion. Les demandes walrassiennes de ’agent A sont

et = 40ps + 20ps + 60py,

A =20+ 1022 4 3024,
b2 D2

P4
p3’

=102 15415
b3

=102 158 45
P4 P4

Remarque. On retrouve bien les parts budgétaires de 'agent A :

3. Demandes walrassiennes de ’agent B. L’agent B a pour utilité

Up = 4In(cP) + 21n(c?) + In(cd) + In(cP).

calcul des utilités marginales. On a

Etape 1:
4 2 1 1
Um?P = — Um? = = Um? = — Um? = —.
1 Cle 2 6237 3 CSB> 4 Cf

Etape 2 : conditions marginales d’optimalité. A Poptimum intérieur,

Um? B Um? B Um3B B Um?¥
b1 b2 b3 pa
Comme p; = 1, cela donne
4 2 1 1
cf  pacd  psef  pach




Par produit en croix,

4pgc§ = 2(:{3.

Donc

P =2pycl.
Comparons ensuite les biens 1 et 3 : A )

o pack
Par produit en croix,

4dpscs = ¢}
Ainsi,

P = dpycB.
Comparons enfin les biens 1 et 4 : A )

cf a pacy
Par produit en croix,

4p4C4 =
Ainsi,

c{g = 4p4cf .

On retrouve donc exactement les mémes rapports de consommation que pour I'agent A.

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire. Des relations précédentes, on tire

B B B

B_ “ B_ “ B_ €

cy = —, c3 = —, cf = —.
2p2 4p3 4py

On remplace dans la contrainte budgétaire de B :

B cf cf cf
¢y +p2 . +p3 15 + D4 1 = 120 + 40p3 + 80p3 + 120p4.

Donc

1 1 1
50{3 + Zc’f + Zcff = 120 + 40p2 + 80p3 + 120p,.

c{g +
Ainsi,
2¢8 = 120 + 40p, + 80p3 + 120p4.
On en déduit

P =60 + 20py + 40p3 + 60py.

Puis
B
60 + 20 40 60 30
_ o _ 0U+ 20p2 + 4Ups + 6Ups 10+ 2028 4 3024,
2p2 2p2 D2 D2 D2

Nty
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B
60 + 20 40 60 15
B_ C _ + 20p2 + 40p3 + p4:7+5@+10+152&7

c =
5 dps 4ps3 D3 D3 D3
et
B = of _ 60+20p2 +40ps +60ps _ 15 opo  yops g
4py dpy P4 P4 D4

Conclusion. Les demandes walrassiennes de ’agent B sont

P =60 + 20py + 40p3 + 60p4,

30
B == 410+ 202 4302

b2 b2 D2
15

B =24 52 4104152,
p3 p3 p3

15
B == 4522 L1088 415,
2! 2 P4

Remarque essentielle. Les deux agents ont exactement les mémes parts budgétaires :

C’est cette propriété qui donne a ’agrégation une forme particulierement simple.

4. Forme des demandes agrégées et interprétation. Etape 1 : valeur de la dotation

agrégée. La dotation totale de ’économie est
o =w? +wP = (120,120,120, 240).
Sa valeur, au vecteur de prix p, est

M(p) =p-w =120 + 120p + 120p3 + 240p4.

Etape 2 : structure des demandes individuelles. Comme les deux agents ont les mémes

parts budgétaires, chacun consacre :

1 1 1 1
— de son revenu au bien 1, 1 au bien 2, 3 au bien 3, 3 au bien 4.

Ainsi, pour chaque agent ¢,
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En additionnant sur ¢ = A, B, on obtient :

Co(p) = £ (ma -+ mp) = LM(p),

Ca(p) = le]\iip)
Calp) = 212,
Ca(p) = ;J\iip)

Conclusion. Les demandes agrégées s’écrivent bien

M
Ci(p) = Heﬂ
Dbe
avec
1 1 1 1
91_57 02_17 03_§7 94_§

Interprétation économique. La demande agrégée dépend seulement :

— des prix;
— de la valeur de la dotation agrégée;

— et non de la répartition des dotations entre les agents.

L’économie se comporte donc ici, du point de vue de la demande agrégée, comme si elle était

gouvernée par un agent représentatif ayant les mémes parts budgétaires.

5. Conditions d’équilibre général et détermination des prix d’équilibre. Etape 1 :

équilibres de marché. La dotation agrégée est
w = (120, 120, 120, 240).
Les conditions d’équilibre sont donc :

Ci(p) =120,  Ca(p) =120,  C3(p) =120,  Cu(p) = 240.

Rappel sur la loi de Walras. Comme il y a quatre biens, une des quatre équations de marché

est redondante. Il suffit donc d’en résoudre trois.

Etape 2 : utiliser le marché du bien 1. On a



L’équilibre sur le bien 1 donne donc
1
Ainsi,

M (p) = 240.

Etape 3 : utiliser ensuite les autres marchés.

Pour le bien 2,

1 M(p)
C = - =120
2(p) = 7 P
Comme M (p) = 240, on obtient
124
f—o = 120.
4 po
Donc 60
— = 120.
P2
Ainsi,
. 1
by = 9
Pour le bien 3,
1M
Cy(p) = 2B _ 19
p3
Comme M (p) = 240, on obtient
1210 _ 1o,
8 p3
Donc 20
— =120.
b3
Ainsi,
1
p§ = 1
Pour le bien 4,
1 M(p)
C = - = 240
(p) =g o
Comme M (p) = 240, on obtient
1240
——— = 240.
8 pa
Donc 20
— = 240.
2
Ainsi,
1
Py = §
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Conclusion. Les prix d’équilibre sont

N =
] =
0| —
~_

(9%, 95 95 ) = (1,

6. Allocation d’équilibre. Il suffit de remplacer (p2,ps,ps4) par (%, i, %) dans les demandes

individuelles.
Agent A. Sa richesse a I’équilibre vaut
1 1 1
=80--+40--+120- -.
my = 80 5 + 40 1 + 120 S

Calculons : . .
80 - = =140 40-- =10 120- - = 15.
’ 4 ’ 8

Donc

Comme ses parts budgétaires sont

1 1 1 1
2’ 4’ 8’ 8’
on obtient ) 6
cA:fmA:—
179 2’
A_tma 165 65
2T 4 py  41/2 0 27
A_1lma 165 65
3T 8py  81/4 27
1my 165
A A
=L = —¢5.
T8 T 818
Ainsi,

Agent B. Sa richesse a I’équilibre vaut

1

1 1
= 120440 - L= 4+120-
mp =120 +40- 5 +80- 7 +120- ¢

Calculons :

1 1
40- - =20 80— =20 120 - - =15.
’ 4 ’ 8

Donc
mp = 120+ 20 + 20 + 15 = 175.
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On en déduit

1 175
¢ = -mp=——
1 2 B 27
p_ 1175175
27412 20
p_ 1175175
5 81/4 27
1175
B
= = —175.
17 81/8

Ainsi,

175 175 175
Bx _ [ 2!< 1o 1Y
Pr = ( 5 5 ,175).

Vérification des marchés. Pour les biens 1, 2 et 3,

65 175 240
= =2 190,
2 T3 2 0

Pour le bien 4,
65+ 175 = 240.

Tous les marchés sont bien équilibrés.

7. Nouvelle dotation agrégée w' = (120,120, 120,480) et nouveaux prix d’équilibre. On

considere maintenant une nouvelle économie dont la dotation agrégée est
@' = (120,120, 120, 480).

Autrement dit, les quantités totales des biens 1, 2 et 3 sont inchangées, tandis que la quantité

totale du bien 4 a doublé.

Point clé. Les préférences n’ont pas changé et les deux agents conservent les mémes parts

budgétaires :

La demande agrégée garde donc la forme

i) = M), Oolp) = i]‘gp) Cs(p) = é]‘gp) Ca(p) = ;]‘gp)
M(p)=p &'

Etape 1 : utiliser le marché du bien 1. Le marché du bien 1 reste
C1(p) = 120.
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Donc .

ce qui implique encore
M (p) = 240.

Etape 2 : déterminer les nouveaux prix.

Pour le bien 2,

1240 60 1

-2 190 — — =120 — h=—.

4 P 73
Pour le bien 3,

1240 30 1

—— =120 = — =120 = p3=—

8 p3 D3

Pour le bien 4, l'offre totale est désormais 480. On doit donc avoir

1240
-— = 480.
8 Dy
Donc 20
— = 480,
Py
d’ou
p_ L

Conclusion. Les nouveaux prix d’équilibre sont

N —
> =
—_

5=
~__

(pllap/Q’pgapﬁl) = (L

Commentaire économique.

Les quantités agrégées des biens 1, 2 et 3 n’ont pas changé. Leurs prix d’équilibre relatifs au

numéraire restent donc inchangés :

w\
|

;1
p2_27 b

e

En revanche, l'offre agrégée du bien 4 a doublé, passant de 240 a 480. Comme la part budgétaire

agrégée consacrée au bien 4 reste égale a
1

87
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la dépense totale consacrée a ce bien reste

1 1
-M(p) = - x 240 = 30.
3 (p) 3 x 240 = 30

Pour que cette dépense inchangée permette d’absorber une quantité deux fois plus grande, le

prix du bien 4 doit étre divisé par deux :

1
— —.
16

| =

Interprétation. Le bien 4 devient relativement plus abondant dans 1’économie. Son prix relatif

d’équilibre diminue donc.
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Réponse finale.

Contraintes budgétaires :
A A A A _
¢y +pacy + pacsy + pacy = 80pa + 40p3 + 120py,
P+ pack + pscB + pacP = 120 + 40ps + 80ps + 120ps.
Demandes de A :
ci' = 40py + 20ps + 60pa,

A =20+ 102 43024,
b2 p2

A =102 541524,
b3 ps3

=102 1528 415,
y2 2

Demandes de B :
B =60 + 20p; + 40p3 + 60p4,

30

B == 4104202 4302,
D2 b2 D2
15

=452 104152
b3 p3 P3
15

B == 4522 1105 45,

yZh y2 P4

Demandes agrégées :
1 1 M(p) B B
Cilp) = 5M(p),  Calp) = Pt Cs(p) = 3 , Galp) = ¢

avec M (p) = 120 + 120p3 + 120p3 + 240p4.

Prix d’équilibre initiaux :
111
fopx ko (2 2 T
(P1; P2, P3, 1) < ,2,4,8>

Allocation d’équilibre :
A% _ (65 65 65 65),

272727
175 175 175
Bx
= (=2, 22, =2 175 ).
c (2,2,2,75>

Avec la nouvelle dotation agrégée &' = (120, 120, 120, 480),
111
/ / / /
=(1,=,-,— ).
(p17p27p37p4) < 9 27 47 16)
Le seul prix qui change est celui du bien 4, qui est divisé par deux,

car loffre agrégée de ce bien double alors que la part budgétaire qui lui est consacrée reste inchangée.
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Corrigé de 1’exercice 4

On considere une économie d’échanges a quatre biens et deux agents, avec préférences
Ua = (eH2e5ted (eh?, Up = In(c?) + 2In(cd) + In(cF) + 2In(cF),

et dotations initiales

w? =1(0,60,0,0),  w? = (60,30,100,400).

Le bien 1 est le numéraire :

p1 =1, p2 >0, p3 >0, pa > 0.

1. Contraintes budgétaires des deux agents. Rappel de cours. Dans une économie

d’échanges, la richesse de 'agent 7 est égale a la valeur de sa dotation initiale :
mi=p-w'.

La contrainte budgétaire s’écrit donc

Comme les préférences sont ici strictement croissantes, la contrainte budgétaire est saturée a

loptimum :

Agent A. Sa dotation est

La valeur de cette dotation est
mag=1-0+pz-60+p3-0+ps-0.

Donc

ma = 60p2.
Sa contrainte budgétaire est donc

ot + pacd + pscs + pacs = 60ps.

Ainsi,

it + pacy + pact + pacy = 60pa.
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Agent B. Sa dotation est
w?B = (60, 30, 100, 400).

La valeur de cette dotation est
mp =1-60 4 ps - 30 + p3 - 100 4 py - 400.

Donc
mp = 60 4 30p2 + 100p3 + 400p4.

Sa contrainte budgétaire est donc

P+ pocl + p3cd + pacl = 60 + 30py + 100p3 + 400py.

Ainsi,

B+ pocl + p3cd + pacl = 60 + 30py + 100p3 + 400py.

2. Demandes walrassiennes de agent A. L’agent A a pour utilité
Ua = (cf)cgeq (c4).

Etape 1 : calcul des utilités marginales. On a

A _ A2 A A A
Umy = 2(cy’ ) i eqey.

Etape 2 : conditions marginales d’optimalité. A l'optimum intérieur,

Um‘l4 _ Um‘24 _ Umé4 _ Umf

b1 b2 b3 D4

Comme p; = 1, cela devient

Umj = = =
P2 p3 P4
Comparons d’abord les biens 1 et 2 :
Um{ 1
Umj o
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Donc

Par produit en croix,

Ainsi,

Umd (el

Comparons maintenant les biens 1 et 3 :

Donc

Par produit en croix,

Ainsi,

A

c 1
22 = —.

&) b2
2pgc‘24 = c‘f‘.
] = 2p20’24.
Um‘l4 1
Umjo,4 D3

Comparons enfin les biens 1 et 4 :

Donc

Par produit en croix,

Ainsi,

s 1
(&1 p3
2p30§4 =cy.
cl = 2p30§4.
Um‘l4 1
Umi  pa’

Umi{ _ 2cf'efles(ci)? _

Umj'  2(cf)?cs'egles

cq 1

6’14 D4
A A
pacy = C7 .
A A
Cl — p4C4 .
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Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire. Des relations précédentes, on tire

A o A o oA Cf
2 2py’ 2p3’ Pa
On remplace dans la contrainte budgétaire de A :
A A A
c c c
et (o) +ps (o) a2 ) = 60pe.
2p2 2p3 P4
Donc ) .
c‘f + 50‘14 + 2c‘14 + 0‘14 = 60pa.
Ainsi,
3¢t = 60py.
On en déduit
cf = 20pa.
Puis 50
0’24 2P 10,
2p>
20
d=202 10@,
2p3 p3
20
e = =22 — 902,
2! P4
Conclusion. Les demandes walrassiennes de 'agent A sont
A =20ps,| |t =10, |cfA=1022] |cf =202
p3 D4
Remarque. On retrouve bien les parts budgétaires de I'agent A :
2 1 1 1 1
2+1+1+2 3 6’ 6’ 3

3. Demandes walrassiennes de ’agent B. L’agent B a pour utilité

U = In(cP) + 2In(cP) 4+ In(cf) + 21n(cF).

Etape 1 : calcul des utilités marginales. On a

1 2 1 2
B _ B _ B _ _
Umy = —, Umy = —, Umg 5 Umy = —.
c1 5 s cy
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Etape 2 : conditions marginales d’optimalité. A Poptimum intérieur,

Um? B Um% B Um? B Um?

p1 b2 b3 yZ

Comme p; = 1, cela devient
1 2 1 2

B B — B — B
Cy P2cCy p3c3 pacy

Comparons d’abord les biens 1 et 2 :

2
of  pack
Par produit en croix,
pQC2B = 2613
Ainsi,
1
¢ = =pac
1 2]32 2
Comparons ensuite les biens 1 et 3 : ) )
o pack
Donc
€1 = P33
Comparons enfin les biens 1 et 4 : ) )
of  pact
Par produit en croix,
p4cf = 20’19 .
Ainsi,
1
¢l = =pacy -
1 2194 4

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire. Des relations précédentes, on tire

B B B
B 201 B_ A B 201
c; = —, cg = —, cy = —.
b2 b3 P4

On remplace dans la contrainte budgétaire de B :
2cP cP 2c¢P

0{3 + D2 <1> +Dp3 <1> + P4 <1> = 60 + 30p2 + 100p3 + 400py4.
p2 p3 2

Donc
P +2¢P + P 4 2¢P = 60 + 30p2 + 100p3 + 400p,.
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Ainsi,
6¢P = 60 + 30p2 + 100p3 + 400p,.

On en déduit

50 200
C? =10+ 5p2 + ?ps + ?p4.
Puis B
2 20 100 400
= g B TER
D2 D2 3 po 3 p2
B
10 50 200
B2 TN
pP3 D3 p3 3 3 p3
2¢8 20 100 400
e S ) T e

D4 P4 P4 3 pa 3

Conclusion. Les demandes walrassiennes de ’agent B sont

50 200
P =10+ 5py + 3P + 3 P4
20 100 400
R T
P2 3 p2 3 p2
10 50 200
f=— 42 0 TP
p3  p3 3 3 p3
20 100 400
f == 4102 20 T8

D4 D4 3 D4 3

Remarque essentielle. Les parts budgétaires de ’agent B sont

Ainsi, les deux agents ont :
— les mémes parts budgétaires pour les biens 3 et 4 :
1 i 1 .
5 pour le bien 3, 3 pour le bien 4;

— mais des parts budgétaires différentes pour les biens 1 et 2.

C’est cette structure mixte qui fait tout 'intérét de ’exercice.

4. Pourquoi les biens 3 et 4 s’agrégent-ils, mais pas les biens 1 et 27 Etape 1 :
revenu total de I’économie. La dotation agrégée de I’économie est

o = w? +wP = (60,90, 100, 400).
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Sa valeur est donc
M(p) = p- @ = 60 + 90py + 100ps + 400py.

Etape 2 : bien 3. L’agent A consacre la part

1

6
de son revenu au bien 3, et 'agent B consacre lui aussi la part

1

6

de son revenu au bien 3. La demande agrégée du bien 3 vaut donc

1ma 1mp 1ma+mp 1 M(p
Lt 1ma_ Tmamy 1)

T 6p3  6p3 6 p 6 ps

Etape 3 : bien 4. De méme, les deux agents consacrent la part

1

3

de leur revenu au bien 4. On a donc

_Lma Amp 1M(p) _|1M(p)

Ca(p)

3ps 3 m 3 P4 3 pa

Etape 4 : biens 1 et 2. En revanche, pour le bien 1, les parts budgétaires sont

1 1
3 pour A, 6 pour B.

Donc

1 1
Ci(p) = 3mA + G,

ce qui ne peut pas se réécrire, en général, sous la forme
1M (p)

avec un coefficient constant indépendant de la répartition des revenus.
De méme, pour le bien 2, les parts budgétaires sont

1 1

g pour A, 3 pour B,
et

_Imyg  1mp

C = —_—
2(p) 6 p2 3 po

Conclusion. Les demandes agrégées des biens 3 et 4 dépendent uniquement du revenu total
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M (p), car les deux agents ont les mémes parts budgétaires pour ces biens. Ce n’est pas le cas

pour les biens 1 et 2, car les parts budgétaires y different.

5. Conditions d’équilibre général et détermination des prix d’équilibre. Etape 1 :
dotation agrégée. On a
w = (60, 90, 100, 400).

Les conditions d’équilibre de marché sont donc
el 4¢P = 60,
b 4 B =90,
5 4 c§ =100,

cf + ¢ = 400.

Rappel sur la loi de Walras. Comme il y a quatre biens, une des quatre équations de marché

est redondante. Il suffit donc d’en résoudre trois.

Etape 2 : utiliser les marchés des biens 3 et 4.

Comme on ’a montré a la question précédente,

_ 1 M(p)

C3(p) = 6 ps

ou
M (p) = 60 + 90p2 + 100p3 + 400py.

L’équilibre sur le bien 3 donne

1M
fﬂ = 100.
6 ps3
Donc
| M(p) = 600ps. |
L’équilibre sur le bien 4 donne
1M
fﬂ = 400.
3 pa

Donc

]M(p) — 1200p;. \

En comparant ces deux expressions de M (p), on obtient

600p3 = 1200p4,
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soit

Etape 3 : utiliser I’identité de revenu total. Par définition,

M (p) = 60 + 90ps + 100ps + 400py.

Comme
M(p) =1200ps et p3 = 2py,
on obtient
60 + 90p2 + 100(2p4) + 400ps = 1200p4.
Donc
60 + 90p2 + 600ps = 1200p4.
Ainsi,

90p2 = 600p4 — 60.

On retiendra cette relation sous la forme

90p2 = 600p4 — 60.

Etape 4 : utiliser le marché du bien 1.

Pour le bien 1, on a
1 1

Ci(p) = gmA + émB.
Or
my = 60pa, mp = M(p) —ma.
Donc
1 1 1
Ci(p) = 3ma+ E(M —my) = 6(M‘|'mA)-

L’équilibre sur le bien 1 donne .

Comme
ma = 60po,
on obtient )
(M +60p2) = 60.
Donc
| M + 60py = 360. |
Or

M = 1200p,.
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D’ou
1200p4 + 60p2 = 360.

Etape 5 : résolution du systéme.

Nous disposons des deux relations

90p2 = 600p, — 60,

1200p4 + 60pa = 360.

De la premiere, on tire
~ 600py —60 20 2

= gPhs— 7.

b2 90 3 3

On remplace dans la seconde :

20 2
1200p4 + 60 | =—ps — = | = 360.

3 3
Calculons : 50 5
60 - —pyg = 400py4, 60 - — = 40.
3 3
Donc
1200p4 + 400p4 — 40 = 360.
Ainsi,
1600p4 = 400.
D’ou
N 1
Py = 4
Alors
P3 = 2pyg = 9

Enfin, en utilisant
90py = 600p4 — 60,

on obtient )
90p2:600~1—60:150—60:90.

Donc

py =1

Conclusion. Les prix d’équilibre sont

P1,P2,P3,P4) = 9 7274 .
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6. Allocation d’équilibre. 1l suffit de remplacer (po, p3, ps4) par (1, %, %) dans les demandes

individuelles.

Agent A. Comme

ma = 601)27
on obtient a I’équilibre
m’ = 60
Ses parts budgétaires sont
1 1 1 1
3’ 6’ 6’ 3
Donc
e =2 .60 = 20,
160
CQA* = ET = 10,
1 60
Ax
=—-—=20
B T2
1 60
Ax
=—-— =80.
“4 T 314
Ainsi,

¢** = (20,10, 20, 80).

Agent B. Sa richesse a I’équilibre vaut

1 1
m’é:60+30-1+100-§+400-1.

Calculons :
60 + 30 + 50 + 100 = 240.
Donc
mp = 240.
Ses parts budgétaires sont
1 1 1 1

Ainsi,
cP* = 2. 240 = 40,
1240
Bx
=-"— =280
2 31 )
1240
Bx _ - 2*FY
5 61/2 80,
1240
Bx*
= - =32
t T 31/4



Donc

cB* = (40, 80, 80, 320).

Vérification des marchés. On a
20 4+ 40 = 60, 10 + 80 = 90, 20 + 80 = 100, 80 + 320 = 400.

Tous les marchés sont bien équilibrés.

7. Effet d’un transfert monétaire 7' de B vers A. On met en place un transfert monétaire

de montant T" au profit de A, au détriment de B.

Les nouveaux revenus sont donc
mfA:mA—i-T:GOpQ‘i‘T,

m'y = mp — T = 60 + 30ps + 100ps + 400ps — T.

Le revenu total de ’économie ne change pas :

M (p) = mly +mg = 60 4 90p + 100p3 + 400p4.

Etape 1 : marchés des biens 3 et 4.

Les deux agents continuent a consacrer :

1 1
5 de leur revenu au bien 3, 3 de leur revenu au bien 4.

La demande agrégée de ces deux biens ne dépend donc toujours que du revenu total M (p) :

_ 1 M(p)

_ _1M(p)
6 ps3

C —
3(p) 3

Ca(p)

Les équilibres des marchés 3 et 4 donnent donc encore
M(p) = 600ps, M (p) = 1200py,

d’ou

Comme précédemment, en utilisant

M (p) = 60 + 90pz + 100p3 + 400p4,
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on obtient
60 + 90py + 600p4 = 1200p4,

soit

90p2 = 600p4 — 60.

Etape 2 : marché du bien 1.
Avec le transfert, la demande agrégée du bien 1 vaut

1 1
Ci(p) = gmlA + émlB'

En remplagant m/y et m/, on obtient
1 1
Ci(p) = §(60P2 +71)+ (M — 60p2 — T).

Regroupons les termes :

1 1 1
Ci(p) = eM+ 6(60172) tgT

Donc

1

Ci(p) 5

(M 4 60ps +T).

L’équilibre sur le bien 1 impose
1
6(M + 60p2 + T') = 60.

Ainsi,

| M +60py + T = 360. |

M = 1200p,.

On obtient donc
1200p4 + 60po + T = 360.

Etape 3 : résolution du systéme.

Nous devons résoudre
90ps = 600p4 — 60,

1200p4 + 60ps + T = 360.

De la premieére équation,
_ 600ps —60 20 2

=5Phs— 3

Pz 90 3 3
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On remplace dans la seconde :

20 2
1200p4 + 60 (p4 - ) + T = 360.

3 3
Calculons : 50 5
60 - —p4 = 400p4, 60 - — = 40.
3 3
Donc
1200p4 + 400p4 — 40 + T = 360.
Ainsi,

1600ps = 400 — T.

On en déduit

1 T
(T)=> — ——.
Pi(T) = 7~ 00
Comme
p3 = 2p4a
on obtient
1 T

p(T) =5~ g5

Enfin, a partir de
90py = 600p4 — 60,

on trouve
90 —600(1 T) 60 = 150 3T 60 = 90 3
P2 = 4~ 1600 - 8 - 8
Donc T
(1) =1— —.
Ainsi,
T 1 T 1 T

Condition de positivité des prix. Pour que les prix demeurent strictement positifs, il faut en
particulier
p5(T) >0 = T < 240.

Les autres contraintes,
T <400 et T <400,

sont moins restrictives. Il suffit donc de supposer
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Commentaire économique.

Le transfert de revenu vers A modifie la demande agrégée parce que A et B n’ont pas les mémes

parts budgétaires pour les biens 1 et 2.

En effet :

— lagent A consacre )

3

de son revenu au bien 1, tandis que B n’y consacre que

— inversement, B consacre

de son revenu au bien 2, tandis que A n’y consacre que

1

5
Par conséquent, lorsque 'on transfere du revenu de B vers A :

— la demande relative du bien 1 augmente;

— la demande relative du bien 2 diminue.

Comme le bien 1 est le numéraire, cette hausse de la demande relative du bien 1 se traduit par

une baisse de tous les autres prix relativement au bien 1 :

b2, D3, P4

diminuent tous avec T'.

Point subtil et important. Les biens 3 et 4 ont pourtant des parts budgétaires identiques
chez les deux agents. Le transfert ne modifie donc pas directement leurs demandes agrégées pour
un vecteur de prix donné. Mais les prix d’équilibre de ces biens changent néanmoins, parce que
I’ensemble du systéme de prix doit s’ajuster pour satisfaire simultanément tous les équilibres de

marché, compte tenu du fait que le bien 1 est pris comme numéraire.
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Réponse finale.

Contraintes budgétaires :
614 +p20§4 +p30§4 + ]746214 = 60p2,
c]f + pgcf + pgcf + p4cf = 60 + 30p2 + 100p3 + 400p4.

Demandes de A :

A =20py, =10, =102, =202
P

3 P4
Demandes de B :

50 200
cff =10+ 5po + 3 P3t 5P,
20 100 400
F =104 -0 0P
D2 3 po 3 p2
10 50 200
o= — 452 2 TP
D3 ps 3 3 ps3
20 100 400
B == o2y 208 T8

D4 pa 3 ps 3
Les biens 3 et 4 s’agregent car les parts budgétaires y sont identiques pour A et B,
ce qui n’est pas le cas pour les biens 1 et 2.
Prix d’équilibre initiaux :
11

(p1, P2, P3,P1) = (1717 3 4> :
Allocation d’équilibre :

¢ = (20,10, 20, 80),

¢B* = (40,80, 80, 320).
Apres un transfert 7' de B vers A, les nouveaux prix d’équilibre sont

T 1 T 1 T
*T:l_i *T = = — — *T = - - —
pour T' < 240.

Le transfert augmente la demande relative du bien 1, pris comme numéraire,

et fait donc baisser tous les autres prix relativement a lui.

Corrigé de l’exercice 5
On considere une économie d’échanges a trois biens et trois agents, avec préférences

Ua = (eH2e5t e, Up = In(cP) + 2In(cP) + In(cd), Uc = In(c{) + In(c5) + 21n(c5),
et dotations initiales

w? = (120,0,0), w? =(0,120,0),  w® =(0,0,120).
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Le bien 1 est choisi comme numéraire :

plzlv p2>07 p3>0

1. Contraintes budgétaires des trois agents. Rappel de cours. Dans une économie

d’échanges, la richesse de chaque agent est égale a la valeur marchande de sa dotation initiale :
mi=p-w.

La contrainte budgétaire de ’agent ¢ s’écrit donc

Comme les préférences sont ici strictement croissantes, la contrainte budgétaire est saturée a

Ioptimum :

Agent A. Sa dotation est

La valeur de cette dotation est
ma=1-120+ps -0+ ps- 0 = 120.
Sa contrainte budgétaire est donc

it + pach + pacs = 120.

Ainsi,

6114 +p20§4 + p303A = 120.

Agent B. Sa dotation est
wB = (0,120,0).

La valeur de cette dotation est
mp=1-0+pz-120 + p3 -0 = 120ps.
Sa contrainte budgétaire est donc

P+ pacl + p3cd = 120p,.
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Ainsi,

ClB +p202B —i—pgc:]f = 120ps.

Agent C. Sa dotation est
w® = (0,0,120).

La valeur de cette dotation est
me=1-0+py-0+ps-120 = 120ps.
Sa contrainte budgétaire est donc

e + pacS + p3c§ = 120ps.

Ainsi,

Clc —|—p20g + pgcg = 120ps3.

2. Demandes walrassiennes de 1’agent A. L’agent A a pour utilité

Ua = (cf')?cics.

Etape 1 : calcul des utilités marginales. On a

A A A A A AN2 A A AN2 A
Umy = 2¢i ¢y cs, Umy = (1) C3, Umg = (c1)cy-

Etape 2 : conditions marginales d’optimalité. A Poptimum intérieur, on doit avoir

Um{! B Umj B UmgA

P p2 p3

Comme p; = 1, cela donne

Umf‘ = =
P2 p3
Comparons les biens 1 et 2 :
Um?! 1
Umj  p2
my P2
Or
Um{! _ 2ciicites) B ﬁ
Umj'  (ci)%eg eff
Donc
4 1
&) b2
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Par produit en croix,

A A
2pacy =c7.
Ainsi,
A A
€1 = 2pacy .
Comparons maintenant les biens 1 et 3 :
Um{! 1
Umé4 D3
Or A AALA A
Umi  2cicyey ey
A AN2 A A
Umj (c1)%ch Cl
Donc N
203 1
AT
(&1 p3
Par produit en croix,
A
2p3cy = c .
Ainsi,
A A
€1 = 2pscy.

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire. Des deux relations précédentes, on tire

A A
2 2py 57 2py

On remplace dans la contrainte budgétaire :

A 0’14 Cf
(&} +p2 sz +p3 % = 120.

Donc ) .
A A A
Cl -+ 561 + 561 = 120
Ainsi,
2¢i = 120.
On en déduit
b =60

Puis

Q
s

60 30 A 60 30
— = c _— =
2p2 P2 ST 2p3 p3
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Conclusion. Les demandes walrassiennes de 'agent A sont

30 30
0‘14:60, 05‘:—, 034—
P2 pP3

Remarque. On retrouve bien les parts budgétaires de I'agent A :

3. Demandes walrassiennes des agents B et C.

Agent B. L’agent B a pour utilité

Up = In(cP) + 2In(cP) + In(cF).

Etape 1 : utilités marginales. On a

1 2 1
B _ B _ B
Um; = e Umy = B Umg = B
1 2 3

Etape 2 : conditions marginales. A I'optimum intérieur,

1 2 1

-~ B . B
€1 Pp2cy p3cg

En comparant les biens 1 et 2,

5 =—F = ngQB = 20{3.
Cy pb2cy
Donc
1
c7 = —Pacy .
1 2P2 2
En comparant les biens 1 et 3,
1 1 B B
e — Cl = p3C3 .
o pack
On en déduit 5
B_ 20 B_ A
G =— g = —
b2 p3

On remplace dans la contrainte budgétaire

cf? +p2c23 —i—pgcé3 = 120ps.
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Cela donne

2cB B
 +po <1> + ps3 <1> = 120po,
b2 P3

soit
P+ 2cP P = 120p,.
Donc
4cP = 120p,.
On en déduit
0119 = 30p2.

Puis B

2

B =" _6p,  B=D 302

D2 b3 p3

Ainsi,
B = 30p,, B = 60, B = 30%2.

Agent C. L’agent C' a pour utilité

Uc =In(cf) +In(c§) + 2In(c§).

Etape 1 : utilités marginales. On a

1 1
C C C
Uml — 70’ Um2 = 707 Um3 =
1 =
Etape 2 : conditions marginales. A I'optimum intérieur,
12
C1C p2020 pscgc'
En comparant les biens 1 et 2,
1 1 c c
- = = = Cl - p202 .
of  paf
En comparant les biens 1 et 3,
1 2 c c
- =—= = p3cs = 2cy .
of  psc§
Donc
1
clo = §p36§.
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On en déduit

C C
c_ €1 c 2]
Cog = —, C3 =

b2 p3

On remplace dans la contrainte budgétaire

Clc + pzcg —I—pgcg = 120ps.

Cela donne . .
c 2c
o +p2 <1> +p3 (1> = 120ps,
b2 b3
soit
&+ +2¢¢ = 120p;.
Donc
4¢¢ = 120ps.
On en déduit
c? = 30ps.
Puis
30 2-30
o§ =P8 30l 0= 2T g,
D2 b2 b3
Ainsi,
€ = 30ps, § = 30%2, &§ = 60.

4. Conditions d’équilibre général et détermination des prix d’équilibre. Etape 1 :

dotation agrégée. Les ressources totales de ’économie sont

@ = (120,120, 120).

Les conditions d’équilibre de marché sont donc :
cf + 6{3 + clc = 120,
cy + B 4§ =120,

c:? +C3B +cg = 120.

Rappel sur la loi de Walras. Comme il y a trois biens, une des trois équations de marché est

redondante. Il suffit donc d’en résoudre deux.

Etape 2 : écrire les demandes agrégées.
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Pour le bien 1,
C _ A B C _
1(p> = C]_ + Cl + C]_ = 60 + 30p2 =+ 30p3

Pour le bien 2,

30
Co(p) = ¢ + B +¢§ = 460+ 302.
b2 P2

Pour le bien 3, 20
Os(p) = cf + B +c§ == + 3022 + 60.
p3 b3
Etape 3 : résoudre les équilibres de marché.

Commencgons par le marché du bien 1 :
60 + 30p2 + 30p3 = 120.

Donc
30p2 + 30p3 = 60.

En divisant par 30,

p2 +p3=2.

Passons ensuite au marché du bien 2 :

30
2 160 + 3022 = 190.
D2 D2
Donc 30
2 13028 — 60
P2 D2

En multipliant par ps,
30 + 30p3 = 60po.

En divisant par 30,

Nous devons donc résoudre le systeme

p2+p3 =2,
1+ pP3 = 2p2.
De la premiere équation,
p2=2—ps.

On remplace dans la seconde :
1 +p3 = 2(2 —p3).
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Donc

1+p3=4—2p;s.

Ainsi,

3p3 = 3.
D’ou

p3=1
Puis

Conclusion. Les prix d’équilibre sont

(1, p3,03) = (1,1,1).

5. Allocation d’équilibre. Il suffit de remplacer (p2,p3) = (1,1) dans les demandes indivi-

duelles.

Pour 'agent A,
e = (60, 30, 30).

Pour 'agent B,
cP* = (30,60, 30).

Pour l'agent C,
“* = (30, 30, 60).

Ainsi,

* = (60, 30, 30), <P* = (30, 60, 30), “* = (30, 30, 60).

Vérification des marchés. On a
60 + 30 + 30 = 120, 30 + 60 + 30 = 120, 30 4+ 30 + 60 = 120.

Tous les marchés sont bien équilibrés.

6. Effet d’un transfert monétaire 7' de C' vers A. On met en place un transfert monétaire

de montant T au profit de A, au détriment de C'.

Les nouveaux revenus deviennent :
m/y =120+ T, m'y = 120po, me = 120pg — T.
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Etape 1 : nouvelles demandes individuelles.
Les parts budgétaires des agents ne changent pas.

Pour I'agent A, on a toujours les parts

N |
| =
|

Donc ) T
e 5 (120 +T) =60+ =,

A 112047 30 T
0277:——’—

24 p p2  Apy’
11204+7 30 T
p o 112047 30 T
4 p3 Pz 4p3
Pour ’agent B, rien ne change :
B B B b2
¢y = 30pa, ¢y = 60, c3 = 30p—3.

Pour I'agent C, les parts sont toujours

1 1 1
4’ 4’ 2
Donc
T
cif = ~(120p3 — T') = 30p3 — 7
o _1120p-T ;T
24 p p2 A4py’
1120ps — T T
g _ P3 — 60 — —
2 p3 2p3

Etape 2 : nouvelles demandes agrégées.

Pour le bien 1,

T T
Cl(p) = (60 + 2) + 30p2 + (30]33 — 4) .

Donc

T
Ci(p) = 60 + 30p2 + 30p3 + e

Pour le bien 2,

30 T T
Ca(p) = ( + ) +60 + (3op3 - > .
P2 4p2 P2 4po

Les termes en 1" se simplifient, donc

30
Ca(p) = = + 60 + 3022
p2 P2
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Pour le bien 3,

p3  4ps P3 2p3
Donc
30 T
Cs(p) = = + 3022 460 — —.
D3 D3 4p3

Etape 3 : nouvelles conditions d’équilibre.

Le marché du bien 1 donne T
60 + 30p2 + 30ps3 + 1 = 120.

Donc

T
30ps +30p3 = 60 — .

En divisant par 30,

+p3 =2 T
b2 —p3 = 120°

Le marché du bien 2 donne

30 60+ 3072 = 190.
P2 D2

C’est exactement la méme équation qu’avant le transfert :

30, 303 _ g0,
P2 D2

En multipliant par ps,
30 + 30p3 = 60p2.

Donc

1+ p3 = 2ps.

Nous devons donc résoudre

S
D2 + D3 120’

1+ ps = 2pa.

De la premiere équation,

_, T
P2 = 120 ps3.

On remplace dans la seconde :

T
1 =2(2- — —p3).
+ D3 ( 120 P3>

Donc

T
1 =4 = —2ps.
+ p3 60 D3
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Ainsi,

T
33 =3 — —.
D3 60
On en déduit
T
ST)=1— —.
Puis p T .
ST)=2— — —pi(T)=2— — — [1——).
P2(T) 150~ Pa(T) 120 ( 180)
Donc T T T
ST)=1— — 4 = =1
P2(T) 120 T 180 360
Ainsi,
T T

ST) =1 — — -1

Condition de positivité des prix. Pour que les prix demeurent strictement positifs, il suffit
en particulier que
p3(T) >0 = T < 180.

La contrainte
p5(T) > 0 <= T < 360

est moins restrictive. Il suffit donc de supposer

7. Commentaire économique. Le transfert de revenu vers A modifie la demande agrégée

parce que A et C n’ont pas les mémes parts budgétaires pour les biens 1 et 3.

En effet :

— A consacre
1

2

de son revenu au bien 1, alors que C' n’y consacre que

— inversement, C consacre

de son revenu au bien 3, alors que A n’y consacre que
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Un transfert de revenu de C vers A accroit donc la demande relative du bien 1 et réduit la
demande relative du bien 3. Comme le bien 1 est le numéraire, les prix des autres biens baissent

relativement a lui.

Pourquoi le marché du bien 2 garde-t-il la méme équation 7 Parce que A et C consacrent

exactement la méme part de leur revenu au bien 2, a savoir
1
1
Le transfert T" augmente donc la demande de A pour le bien 2 d’'un montant

T

4]92’
mais réduit celle de C' du méme montant

T

dpy

Ces deux effets se compensent exactement dans la demande agrégée du bien 2.

Pourquoi les prix changent-ils malgré tout ? Parce qu'un équilibre général est un systeme
d’équations interdépendantes. Méme si le marché du bien 2 est décrit par la méme équation
qu’avant le transfert, le marché du bien 1 change. Cette modification suffit a déplacer le vecteur
de prix d’équilibre. Le marché du bien 2, bien qu’inchangé dans sa forme, est alors satisfait a un

nouveau couple de prix.
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Réponse finale.

Contraintes budgétaires :
c‘f‘ + p262A +p3c§‘ = 120,
0119 +p202]~3 —i—p303B = 120pa,
c? + pQCg +p3c§ = 120ps.

Demandes de A :

:@7 C?:@

A A
c; =60, c .
! ’ 2 p2 ps3

Demandes de B :

B =30ps, B =60, &=302
p3

Demandes de C :

¢ =30ps, § = 30%3, § = 60.
2

Prix d’équilibre initiaux :
(p1,p3,p3) = (1,1,1).
Allocation d’équilibre :
M =(60,30,30), P* =(30,60,30), “*=(30,30,60).

Apres un transfert T de C' vers A, les nouveaux prix d’équilibre sont

x T . T
po(T) = 1_ﬁ’ p3(T) = 1_ﬁ’ pour T" < 180.

Le marché du bien 2 garde la méme équation car A et C' lui consacrent la méme part budgétaire,

mais les prix changent quand méme parce que le marché du bien 1 est modifié, et ’équilibre général s’ajuste

Corrigé de ’exercice 6

On considere une économie d’échanges a quatre biens et trois agents, avec préférences

Ua = (eh)?escied, Up = 2In(c?)+In(c8)+In(cP)+In(cP), Uc = In(c§)+In(c$)+21In(c§)+In(c§),
et dotations initiales

w? =1(0,100,0,0),  w® =(100,0,0,100),  w® = (0,0,200,100).

Le bien 1 est choisi comme numéraire :

p1 =1, p2 >0, p3 > 0, py > 0.
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1. Contraintes budgétaires des trois agents. Rappel de cours. Dans une économie

d’échanges, la richesse de chaque agent est égale a la valeur marchande de sa dotation initiale :
m; =p-w

La contrainte budgétaire s’écrit donc

Comme les préférences sont ici strictement croissantes, la contrainte budgétaire est saturée a

Poptimum :

Agent A. Sa dotation est
w? = (0,100,0,0).

La valeur de cette dotation vaut
ma=1-0+p2-100+ p3 -0+ pg-0=100ps.
Sa contrainte budgétaire est donc

Cf‘ + p26§4 +p30§‘ + p4c4A = 100p2.

Ainsi,

Cf‘ + ]926124 + p303A + ]940214 = 100p2.

Agent B. Sa dotation est
w?B = (100,0,0,100).

La valeur de cette dotation vaut
mp=1-100+p2 -0+ p3 -0+ ps-100 =100 + 100p4.
Sa contrainte budgétaire est donc

B+ pacB + pscB + pycl = 100 + 100p,.

Ainsi,

B 4 pacB + p3cB + pacB =100 + 100ps.

Agent C. Sa dotation est
w® = (0, 0,200, 100).
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La valeur de cette dotation vaut
mc=1-04py-0+ p3-200+ pyg - 100 = 200p3 + 100py4.
Sa contrainte budgétaire est donc

€ + pacS + p3c§ + pac§ = 200p3 + 100p;.

Ainsi,

&+ pac§ + pac§ + pac§ = 200p3 + 100p,.

2. Demandes walrassiennes de agent A. L’agent A a pour utilité

Ua = (e eg'ciicq.

Etape 1 : calcul des utilités marginales. On a
A A A A A A A2 A A
Umi = 2ci ¢y e3¢y, Umjy = (c1) ezey,

A AN2 A A A AN2 A A
Um3 = (c1' ) cycq, Umy = (c1)7cycy.

Etape 2 : conditions marginales d’optimalité. A optimum intérieur,

Um{! B Umj B Umg4 B Umj

b1 b2 b3 yZ

Comme p; = 1, cela devient

Umi = =
D2 b3 D4
Comparons d’abord les biens 1 et 2 :
Um?! 1
Um§1 P2’
Or
Umf‘ _ 201146’246?6214 _ ﬁ
Umg' (ef)2cfef  of
Donc
2 1
T opo
1 b2
Par produit en croix,
2pgc‘24 = c‘f‘.
Ainsi,
0’14 = 2p20’24.
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Comparons ensuite les biens 1 et 3 :

Um{! 1
Um3A D3
Or
Um‘l4 B 20‘146‘2403402‘ B ﬁ
AT A2 AA T A
Umy (cf')?ch ey il
Donc "
9% _ 1
AT
(&) b3
Par produit en croix,
A A
2p3cy =1 .
Ainsi,
A A
c1 = 2pscy.
Comparons enfin les biens 1 et 4 :
Umft 1
Umi  pa’
Or A A A A A A
Umi  2cicyegey 9
AT A2 A A T T AT
Umj (cef')?cq'cs “
Donc N
9% _ 1
AT
(&) yZh
Par produit en croix,
A A
2pacy =c7.
Ainsi,
A A
€1 = 2pacy .

Etape 3 : utiliser la contrainte budgétaire. Des relations précédentes, on tire

A A A
A_ A A_ A A_ G
cy = —, g =—, ¢y = —.

2p2 2p3 2py

On remplace dans la contrainte budgétaire :

A cff cf! cf!
¢y +p2 % + D3 QT% + D4 % = 100p2.

Donc . ) )
A A
0‘14 + 54 + 50’14 + 50 = 100p>.
Ainsi, .
5c{‘ = 100ps.
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On en déduit

Puis
=200 _ o
2po ’
034 = 40 20—
2ps3 P3
o = 202 _ g2
2p4 P4

Conclusion. Les demandes walrassiennes de 'agent A sont

el = 40p,, ey = 20,

Remarque. On retrouve bien les parts budgétaires de ’agent A :

A D2
3 = 207,

b3

=207,

D2
y2Z

3. Demandes walrassiennes des agents B et C.

Agent B. L’agent B a pour utilité

Up = 2In(cP?) + In(c?) + In(cf) + In(cD).

Etape 1 : utilités marginales. On a

Etape 2 : conditions marginales. A l'optimum intérieur,

2 B 1
cf  pacd  psed  pach
En comparant les biens 1 et 2,
- =—5 == cf = 2pacy .
of  pacf
En comparant les biens 1 et 3,
—- = = ¢y = 2p3c3.
of  pscf




En comparant les biens 1 et 4,

2 1 B

B
73 = 73 — Cl — 2p4C4 .
1 pacy
On en déduit 5 5 B
CB_CI CB_CI B_ A
2 — 9 3 — 9 - .
2po 2p3 2py

On remplace dans la contrainte budgétaire
B 4 pacB + p3cB + pycl = 100 + 100p,.

Cela donne

1 1 1
P+ 50{3 + 50{3 + 50? = 100 + 100p4.

Donc

5
§c§ = 100 + 100p4.

On en déduit
P =40 + 40p,.

Puis
612'3 _ w — @ 4+ Qopi’
2py D2 P2
631)3 —_ w — @ + 20127
2p3 D3 D3
cf — M — @ + 20.
2py P4
Ainsi,

cP =40 + 40p,,

20
CQB = —+ QOIE7
D2 D2
20
B == 190
b3 b3
20
cf = — +20
P4

Agent C'. L’agent C a pour utilité

Uc = In(c{) + In(c5) + 21In(c§) 4+ In(c§).
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Etape 1 : utilités marginales. On a

Umgj = — Umg = — Umg = — Um4c

Etape 2 : conditions marginales. A Toptimum intérieur,

1121
& pac§  psc§ pact’

En comparant les biens 1 et 2,

1 1 c c
==—=F¢ = c{ = pacy .

1 2 c 1 4
- =—= = c] = =pscs.
Clc p3cg 1 2p3 3

En comparant les biens 1 et 4,

70 = o] — Cl = p404 .
C1 bacy
On en déduit o o o
c_ €1 c_ 2 c_ €1
g = —, cg = —, cf = —
P2 pP3 2!

On remplace dans la contrainte budgétaire
< + pacS + ps3c§ + pac§ = 200p3 + 100ps.
Cela donne
&+ + 2§ + ¢ = 200p3 + 100p,.

Donc
5¢¢ = 200ps + 100py.

On en déduit
§ = 40ps + 20p,.

Puis 40 20
§ = 40ps + 20p4 _ P8 +20&7
b2 D2 D2
2(40 20
g = 24005 T 2001) _ gy | g1
p3 b3
40 20
& = 20ps + 20pa — 4023 4+ 90.
Y22 P4
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Ainsi,

¢ = 40p3 + 20py,

§ = 4023 4 204,
P2 P2

§ =80+ 402,
b3

& =402 + 20.
2

Remarque importante. Les parts budgétaires sont :
a(BLI) s RLLY) oLy
5555 5555 5 5°5°5

Les trois agents consacrent donc tous la méme part de leur revenu :

au bien 2, et

au bien 4. En revanche, les parts consacrées aux biens 1 et 3 different.

4. Pourquoi les biens 2 et 4 s’agrégent-ils, mais pas les biens 1 et 3? Etape 1 :

revenu total de I’économie. La dotation agrégée est
o =w? + wP +w" = (100,100, 200, 200).

Sa valeur est
M(p) = p-@ = 100 4 100pz + 200p3 + 200p,.

Etape 2 : bien 2. Les trois agents consacrent la part

1

5

de leur revenu au bien 2. La demande agrégée du bien 2 vaut donc

_1ma  1mp 1mc |1M(p)

C _ - .
2(p) 5p2 S p2 D p2 5 p2

Etape 3 : bien 4. De méme, les trois agents consacrent la part
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de leur revenu au bien 4. La demande agrégée du bien 4 vaut donc

_1M(p)
Cy(p) = 5 s
Ainsi,
1 M(p)
Cy(p) = 5 s

Etape 4 : biens 1 et 3. Pour le bien 1, les parts budgétaires sont

2 2 1
= pour A, R pour B, A pour C.

La demande agrégée du bien 1 dépend donc de la répartition des revenus entre le groupe {4, B}
et agent C.

Pour le bien 3, les parts budgétaires sont

1 1 2
£ pour A, R pour B, £ pour C.

La encore, la demande agrégée dépend de la répartition des revenus.

Conclusion. Les biens 2 et 4 ont des demandes agrégées de type agent représentatif, car tous les

agents leur consacrent la méme part de revenu. Ce n’est pas le cas des biens 1 et 3.

5. Conditions d’équilibre général et détermination des prix d’équilibre. Etape 1 :
ressources agrégées. On a
w = (100, 100, 200, 200).

Les conditions d’équilibre sont donc

Ci(p) =100,  Ca(p) =100,  Cy(p) =200,  Ci(p) = 200.

Rappel sur la loi de Walras. Comme il y a quatre biens, une des quatre équations de marché

est redondante. Il suffit donc d’en résoudre trois.

Etape 2 : utiliser les marchés des biens 2 et 4.

Comme on ’a montré,

1M 1M
Colp) = 35, yip) = 3 M,
L’équilibre sur le bien 2 donne
;]\i)ip) = 100.
Donc
| M(p) = 500p,.
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L’équilibre sur le bien 4 donne
1 M(p)

= 200.
5 pa

Donc

]M(p) — 1000p,. \

En comparant les deux expressions de M (p), on obtient
500p2 = 1000py4,
soit
Etape 3 : utiliser I’identité de revenu total. Par définition,
M (p) = 100 + 100p2 + 200p3 + 200p4.
Comme M (p) = 500p2, on obtient

500p2 = 100 + 100ps + 200ps + 200pa.

Donc
400po = 100 + 200p3 + 200py4.
Or
_ b2
2! 95
Donc
400p2 = 100 4+ 200p3 + 100p>.
Ainsi,

300p2 = 100 + 200ps.

En divisant par 100,

3p2 =1+ 2ps.

Etape 4 : utiliser le marché du bien 1.

La demande agrégée du bien 1 vaut
Ci(p) =t + P+ 8.
En remplagant par les expressions trouvées plus haut,

C1(p) = 40pa + (40 + 40p4) + (40p3 + 20p4).
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Donc
C1(p) = 40 4 40p2 + 40p3 + 60p4.

N

A D’équilibre, on doit avoir
40 + 40py + 40p3 + 60pg = 100.

Donc
40p2 + 40p3 + 60p4 = 60.
Comme
_p
D4 9
on obtient
40p2 4+ 40p3 4+ 30p2 = 60.
Ainsi,

70p2 + 40p3 = 60.

En divisant par 10,

Tpa 4+ 4ps = 6.
Etape 5 : résolution du systéme.
Nous devons résoudre

3p2 = 1+ 2ps,

Tp2 + 4ps = 6.
A partir de la premiére équation,

2p3 == 3p2 — 1.
Donc

4ps = 6p2 — 2.

En reportant dans la seconde équation :

7p2 + (6])2 — 2) = 6.

Ainsi,
13p2 = 8.
On en déduit
i _ 8
p2 - 13'
Puis .
bt
479 T3
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Enfin, a partir de

3p2 = 1+ 2ps,
on obtient .
3-—=1+2
13 + 2p3
Donc 04
— —1=2
13 bs
Ainsi, 1
— = 2p3.
13 P3
D’ou
11

Conclusion. Les prix d’équilibre sont

713726713

8114>

(9%, P55 %) = (1

6. Allocation d’équilibre. Il suffit de remplacer les prix d’équilibre dans les demandes

individuelles.
Agent A. On a < 290
Ax *
— 40pt =40 — = 2=
51 0p2 0 13 13 )
4% = 20,
5 8/13 16 320
é”:2d%:204L—: R
D3 11/26 11 11
Ax P3 8/13
=20—= =20—— =20-2 = 40.
“ Pl 4/13
Donc

320 _ 320
Ax
¢ (13’0’11’0>

Agent B. On a

1 160 680
c%=m+mg:m+mgﬁzm+7§:i?
20 ; 13 165 85
Br ==yl Z90. 2 h00 2 =2 b 10= 2,
Py 2 8 2 2 2
20 _ p 26 8 520 160 680
Bx 4
— T iogd 9. 2 4 9p. = =22 L Y
I nr T T T

20 13
eP*="+20=20- - +20 =65+ 20 = 85.
Py 4
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Donc

B (680 85 680 )
c —_ JR—
13727 11°

Agent C'. On a

11 4 220 80 300
C'* * *

= 40P +20pF =40 — 420 — = 4 = =
1 Op3 Op; 0 26+ 0 3 3 +13 3

o Ph 11/26 1 11 55 75
— 40P y o0 — 40 /20 190 D40t 1 10=2 y10= 2
K P 513 2 T T X

o i 8 320 1200
—80+40%2 =80 +40  — =80+ 2 = ==
s TR T 1 11

11/26

Cx D3 11
= 4072 +20 =40 — L7 1920 =40- — +20 = 55 + 20 = 75.
§ pz-+ 13 + g+ +

80 +

Donc

300 75 1200
= (,,,75).
13727 11

Vérification des marchés. Pour le bien 1,

320 680 300 1300

— 4+ — 4+ — = —— = 100.
13 * 13 + 13 13 00
Pour le bien 2, A —— 160
2 — 4+ —=2 —— = 100.
0+ 2 + 2 0+ 5 00
Pour le bien 3,
320 680 1200 2200 900

T T T T

Pour le bien 4,
40 + 85 + 75 = 200.

Tous les marchés sont bien équilibrés.

7. Effet d’un transfert monétaire T de C vers A. On met en place un transfert monétaire

de montant T au profit de A, au détriment de C'.

Les nouveaux revenus deviennent :

m/y = 100py + T, m'z = 100 + 100p4, mg = 200ps + 100py — T

Le revenu total de ’économie ne change pas :
M (p) = m'y + m'g +mp = 100 + 100p2 + 200p3 + 200p4.
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Etape 1 : marchés des biens 2 et 4.

Comme les trois agents continuent a consacrer la méme part

5

de leur revenu au bien 2 et au bien 4, les demandes agrégées de ces biens conservent les formes

_ 1 M(p)
5 p2

_1M(p)

C —
2(p) 5 s

Ca(p)

Les équilibres des marchés 2 et 4 donnent donc encore
M(p) = 500p2, M (p) = 1000py.

Par conséquent,

En combinant avec

M (p) = 100 + 100p2 + 200p3 + 200p4,

on obtient comme précédemment
500p2 = 100 + 100p2 + 200p3 + 200p4.
Puis, en remplagant py par pa/2,
300ps = 100 + 200ps.

Ainsi,

3p2 = 1+ 2ps.

Etape 2 : marché du bien 1.

Avec le transfert, la demande agrégée du bien 1 vaut

2 2 1

Ci(p) = gm/A - gmﬁg + gm’c
En remplagant par les nouveaux revenus :
2 2 1
Ci(p) = 5(100;02 +T)+ 5(100 + 100p4) + 3(200193 + 100py — T).

Développons terme a terme :

2T T
C1(p) = 40p> + ~ + 40 + 40p; + 40ps + 20ps —
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Donc T
1 (p) = 40 + 40p2 + 40p3 + 60p4 + g

L’équilibre du marché du bien 1 impose
T
40 + 40p2 + 40p3 + 60p4 + 5 = 100.

Donc

T
40p2 + 40p3 + 60py4 = 60 — 5

En remplagant ps par py/2, on obtient

T
40py + 40ps + 30p> = 60 — —.

Ainsi,

T
T0p2 +40ps = 60 — —.

En divisant par 10,

T
7 dps =6 — —.
p2 + 4p3 50

Etape 3 : résolution du systéme.

Nous devons résoudre

3p2 =1+ 2p3)
T
Tp2 + 4p3 :6—%.
De la premiere équation,
2ps =3p2 — 1,
donc
4ps = 6pg — 2.
En substituant dans la seconde équation :
T
7p2+(6p2—2):6—%.
Ainsi,
T
13ps =8 — —.
P2 50
On en déduit
8 T
p3(T) = 13 650
Comme
_ P2
P4 9
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on obtient

14 T
STy = =
Pi(T) = 13~ 1300
Enfin, a partir de
3p2 = 1+ 2ps,
on obtient < T
s =3py—1=3(> - ) _1
ps = 3p2 3 (13 65())
Donc
,, 24 30 11 37
P3= 937650  © " 13 650
D’ou
7) — 11 3T
P\t = 56 T 1300

Condition de positivité des prix. Il faut en particulier
pa(T) > 0.

Cela donne

L g
26 1300 3

Les conditions
py(T)>0 et pi(T)>0

sont moins restrictives. Il suffit donc de supposer

550
T < —.
3

Commentaire économique.

Le transfert de revenu vers A modifie la demande agrégée parce que A et C' n’ont pas les mémes

parts budgétaires pour les biens 1 et 3.

En effet :

— A consacre 5

5

de son revenu au bien 1, alors que C n’y consacre que

— inversement, C' consacre

[ V)
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de son revenu au bien 3, alors que A n’y consacre que

1

5
En revanche, les deux agents consacrent la méme part

5
de leur revenu aux biens 2 et 4. La demande agrégée de ces biens, pour un vecteur de prix donné,

n’est donc pas directement modifiée par le transfert.

Toutefois, le marché du bien 1 est modifié. Comme le bien 1 est le numéraire, la hausse de sa
demande relative se traduit par une baisse des prix des autres biens relativement a lui. On

observe bien, & partir des formules obtenues, que
pa(T),  p3(T),  pa(T)
sont tous décroissants en 7T

La baisse est plus forte pour p3 que pour po ou py4, ce qui s’explique par le fait que le transfert
réduit précisément la demande relative du bien 3, puisque le revenu est déplacé d’un agent qui y

consacre une part élevée vers un agent qui y consacre une part plus faible.
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Réponse finale.

Contraintes budgétaires :
0‘14 + pzczA +p36§4 —1—1040214 = 100po,
B+ pacB + p3cB + pycP = 100 + 100py,
C C C C _
c{ + pacy + p3cg + pacy = 200p3 + 100p4.

Demandes de A :

A= d0py, =20, =202, =202
P

3 P4

Demandes de B :

20
B =40 +40ps, B == 420,
b2 D2
20 20
B =400 B0
ps3 b3 2

Demandes de C :

¥ = 40ps + 20ps, 5 = 4022 1 2022,
D2 D2

Pa- o 4022 4 90,
yz

c§ =80+ 40°
p3

1
Les biens 2 et 4 s’agregent, car les trois agents leur consacrent tous la méme part budgétaire 3
Prix d’équilibre initiaux :

8§ 11 4>
"13726°13)

(V%515 27) = (1

Allocation d’équilibre :

cA*:<32O 20’320 40>’

1377711
680 85 680
Bx __ [ P9V ©9<J VOV
¢ _<13’ 2 11’8>’
300 75 1200
Cx __ [ 2YVY (9 1aUU
¢ _(13’ 27 11 ’75>'
Apres un transfert 7' de C' vers A, les nouveaux prix d’équilibre sont
8 T 11 3T 4 T
=5 "o BO=% 1w PO =13 B
550
pour T' < =

Le transfert augmente la demande relative du bien 1 et réduit celle du bien 3,

ce qui fait baisser tous les autres prix relativement au numéraire, en particulier ps.
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